Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

Cours de Statistique

Chapitre |

Statistique descriptive

La statistique a longtemps consisté en de simgasrdbrements. Mais depuis quelques
dizaines d'années, elle a pris une plus grandertanpee dans le monde mathématique car bien
utilisée, elle peut nous fournir de précieusesriméttions sur nos données.

Cette science étudie un groupe d'individus ou gameralement un groupe de spécificités
(renseignements sur la population, économie d'ys, gurcentage aux élections
présidentielles, ...)

Une étude statistique commence par rassemblerahe®ds, par les organiser, puis elle les
analyse et enfin les interprete. Chaque partiestte étude est importante et requiert de
connaitre précisément le sujet sur lequel on thav&lar exemple, l'interprétation d'une étude
statistique sur la fiabilité d'un vaccin ou suptasence de personnes malades au sein d'une
population peut étre dangereuse si elle n'est glgdee par des personnes compétentes en
médecine.

La premiére partie de I'étude qui consiste a rabkgrdes données et les organiser est appelée
statistique descriptive. Souvent, le groupe a étudippelé auspiopulation est trop

volumineux : par exemple, si l'on veut faire undage exhaustif pour I'élection présidentielle,

il faudrait interroger quelques dizaines de miltate personnes. Pour pallier ce probleme, on
choisit au hasard une partie de cette populatiest(ce qu'on appelle éehantillon, en

espérant que cette partie soit la plus représeatptssible de la population. A partir des
données ainsi récupérées, on peut commencer malgsa : calcul de la moyenne et de la
variance (si nécessaire), tracé de I'histogrammoegéfisation des données, ...

1 Définitions

On étudie certaines propriétés des unités statestige la population. Chacune de ces
propriétés s'appelle waractere statistiquetgalement appelé@riable statistique

On parle de caractéguialitatif lorsque celui-ci n'est pas mesurable (exemplageaodes
cheveux, profession, qualité, ...). Ce caractéreigtiflest ditordinal lorsque I'on peut faire
intervenir une notion d'ordre (exemple : les gragdkefarmeée), sinon le caractere qualitatif est
dit nominal

On peut affecter un nombre a chaque attribut, aigr@rtoute opération arithmétique doit étre
maniée avec précaution et étre exclue s'il s'agdadactere qualitatif nominal.
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On parle au contraire de caractgtmntitatiflorsque celui-ci est mesurable (exemples: poids,
taille, degré d'alcool dans le sang, ...).

Nous dirons qu'une variable statistique quantiagistdiscrétesi elle ne peut prendre qu'un
nombre fini ou dénombrable de valeurs numeériqueseeanche, nous dirons qu'elle est
continuesi elle peut prendre un nombre infini non dénornlerale valeurs numériques.

Une fois la population parfaitement définie etdeactere étudié choisi, on collecte les
observations et on constitue ainsi wéeiestatistique Cette série est exhaustive si tous les
éléments de la population ont été observés: oe péots deecensementorsque I'étude
exhaustive de la population se révéle trop onéreussop longue a obtenir, on observe
seulement une partie de la populatid@chantillon L’effectif de I'échantillon s’appelle la
taille de I'échantillon.

Pour la suite du cours, nous allons travaillerdas caracteres quantitatifs. Nous posergns
X2, ... , Xn I'échantillon de taille collecté dans la population. Ces observationslsquitis
souvent nombreuses et se présentent sous formeldéeée (liste de nombres, tableaux de
valeurs, ..). Il faut alors les dépouiller, les ordonner, ééssser pour en donner une
représentation claire.

Exemple 1 On a relevé les températures des mois de décejabver et février a Nancy sous
abri & 3 heures. Les résultats bruts sont donméslddableau suivant :

7 8 2 -1 -2 -7 -10
12 12 13 10 8 5 6
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-2 -1 -5 -8 -15 | -16 | -13 | -12 -5 -2

Directement, ce tableau est inexploitable.

2 Statistiqgue descriptive a une dimension

2.1 Histogramme ou diagramme en batons

Dans le cas de variable univariée (lorsqu'on étudiseul caractere), cette représentation
graphique peut nous fournir de précieuses infonatiLa construction d'un histogramme ou
d'un diagramme en batons se fait de la manierastev.

1- Il faut déterminer leslassesil faut découper I'amplitude des données (I'éeatte le

maximum et le minimum des données) en intervalles. derniers ne doivent pas forcément
étre réguliers, méme si dans la plupart des cgweanrdra des intervalles de méme longueur.
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Lorsqu'a une classe correspond une seule valecardatere (cela sera le cas pour une variable
discrete), on parle ddiagramme en batons

Dans le cas contraire, c'est a dire lorsqu'a wsel correspond un intervalle, on parle plutét
d'histogramme

Exemple 2 Reprenons I'exemple sur les températures. La @it pempérature est -16, la
plus grande est 13. Construisons alors un ensetelttasses pour un diagramme en batons :
{-16, -15, ..., 12, 13}.

2- Pour chaque class§g, il faut compter le nombre d'observationsgjui appartiennent a cette
classe. La valeur; est appeléeffectif oufréquence absolyeassocié a la clas€k.

Si I'échantillon est de taillg, la valeurf, = — est appelé&équence relativassociée &..
n

Exemple 3 Reprenons I'exemple sur les températures. Apais @ompté le nombre de fois ou
-16 apparait, le nombre de fois ou -15 apparait,on. obtient le tableau suivant :

Classes | -16 | -15 | -14 | -13 | -12 | -11 | -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2
Effectifs| 2 1 0 1 2 0 1 0 2 1 0 4 3 1 11
Classes | -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Effectifs| 7 3 0 10 5 6 10 7 1 6 2 1 0 2 1

3- Il reste a tracer le graphique. En abscisseneinles classes; en ordonnée, on met les
effectifs.

b bl "

—16 —10 0 10 13

Remarques 1

1. L'histogramme nous fournit directement deux infaiores : 'ensemble des classgst
I'effectif n; dans chacune de ces classes.

2. Si f; estla fréquence relative associée a la classdc; ¢i.+1[, on note :
~ f
OxOC, f(X) = .
Cia—G
L'histogramme prend alors une dimension nouvdlle effet, si on suppose que les
observations sont des réalisations d'une certairiable aléatoire continug alors f

est une approximation de la densité)@e]x, f, ()= Af(x)) on peut donc avoir une

idée de la variable aléatoire cherchée.
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2.2 Parametres de position

Un tableau statistique ou un graphique sont palboigs a consulter, et ne permettent pas
d'avoir une idée suffisamment concise de la distioin statistique observée.

La notion de moyenne arithmétique est bien contpemrnet de donner une idée globale de la
série. On peut par exemple connaitre le poids tit@le population connaissant sa moyenne et
son effectif ou autoriser 10 personnes a montes denbateau dont la charge limite est de
800kg si on sait que la moyenne des poids desithdide ce groupe n'excede pas 80kg. On
parlera dgparameétre de positionu de statistique de position.

Il est important également de connaitre la répanmtitie la population autour de cette moyenne.

Dans I'exemple du bateau, il est primordial, gri@upe n'est pas de poids homogene de répartir
les "lourds" et les "légers" équitablement a bakairttibord pour ne pas risquer le dessalage.

On parlera dparametre de dispersioou de statistique de dispersion.

De plus, il faut distinguer deux cas : le premiartoutes les valeurs du caractere statistique
sont données (c'est le cas le plus fréquent),denskou seul I'histogramme est donné, c'est-a-
dire un ensemble d'intervalles et I'effectif dahaque intervalle.

2.2.1 Moyenne

Définition 1 La moyenne arithmétiqugune série de valeurs d'une variable statistgt€gale
a la somme de ces valeurs divisée par leur norfibréa notex.

Sion poseq ,...,X, I'ensemble des valeurs de la variable statist{glest-a-dire les
réalisations), on a :

M-

X=

1
n* A

!
[y

I
Si les données de la série statistique sont desedal’'un seul caractesg ..., c, avec pour

p
effectifsny, ..., N, (Zn = nj, ona:
i=1

Remarque 2 C'est la moyenne qu'on utilise depuis toujours pesinotes des éléves. Nous
allons voir pourquoi dans le chapitre sur I'estioratOn I'appelle aussnoyenne empirique

Exemple 4 Reprenons I'exemple sur les températures. Sidibtef moyenne arithmétique du
premier tableau, on obtient 1. Cela veut donc glire sur trois mois, la moyenne des
températures était de 1 degre.

Dans le cas ou les données sont regroupées pae<lasn réduites a un seul caractere, on ne
peut gu'estimer une moyenne a l'intérieur de chatasse. A défaut d'autre renseignement, on
choisit le "centre" de la classen = (G +Ci+1)/2 lorsqueC; = [ci; Ci+1[), pour toutes les valeurs
qui appartiennent a cette classe, avec toute talfggproximation que cela comporte.
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Exemple 5 Reprenons I'exemple sur les températures. Casstisides intervalles d'amplitude
2 pour les classes. On obtient le tableau suivant :

Classes [-16;-14] [-13;-11] [-10;-8] [-7;-5] [-4;-2]
Effectifs 3 3 3 5 15
Classes [-1;1] [2;4] [5;7] [8;10] [11;13]
Effectifs 10 21 18 9 3

On fait alors le calcul suivant:
(-15).3+ £12).3 £ 9).3 { 6).5 £ 3).16 0.30 321 648 9.9 123
90 '

On peut mesurer dans cet exemple la perte de réalsie au regroupement des données en
classes et au choix du centre de classe comme mey#mn la classe. Cependant on peut se
satisfaire du résultat. On annoncera dans un gasmeodans l'autre que la moyenne de ces trois
mois est de 1 degré. Malgré cette perte d'infomnathous aurons souvent recours au
regroupement en classes afin de "visualiser" plaplement la série, surtout lorsque le nombre
de valeurs du caractere est important.

2.2.2 Mode

Définition 2 Dans le cas d'une variable discrete, on appaéeou valeur modaldoute
valeur que la variable statistique prend le plégdiemment.

Dans le cas d'une variable continue ou si les desaént groupées en classes, toute classe dont
I'effectif est le plus élevé (effectif ramené aité d'amplitude) est appelélasse modale

Attention, Il peut arriver que la classe modalesaie pas celle ou I'effectif apparait le plus éleve
sur le tableau.

Exemple 6 On peut voir dans I'exemple 3 que le mode estle2s qu'avec le regroupement en
classes de lI'exemple 5, la classe modale est.[2; 4]

Remarque 3 Il peut y avoir plusieurs modes ou classes madale

2.2.3 Médiane

Définition 3 Lamédianed'une série statistique est un réel tel qu'ityaatant d'observations
ayant une valeur supérieure que d'observationg ayanvaleur inférieure.

Remarque 4 Ce réel est défini de maniére unique. Lorsgaebservations sont toutes
fournies, il suffit de les classer par ordre cramgset de prendre celle qui se trouve « au
milieu ». Si le nombre des observations est paimédiane est la demi-somme des deux
valeurs « du milieu ».

Lorsque les observations sont groupées en cldasegdiane ne peut étre qu'estimée. Elle est
nécessairement dans un intervalle que I'on applelése médiane
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Pour déterminer la médiane, on peut dresser ledalledréquencesumulées
les classes étant rangées dans le sens croigssfégulience cumulée associée a la cl@ssst :

F =) f,, oufjestlafréquence relatiassociée &;.

j<i

La médiane correspond a la fréquence cumulée 0,5.

Exemple 7 Pour les températures :

Classes -16 | -15 | -13 | -12 | -10 | -8 -7 -5 -4 -3 22 | -1
fréquences cumulées| 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,07 | 0,09 | 0,10 | 0,14 | 0,17 | 0,18 | 0,29 0,36
Classes 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 | 13
Fréquences cumulées| 0,39 | 0,49 | 0,54 | 0,60 | 0,70 | 0,77 | 0,78 | 0,84 | 0,86 | 0,87 | 0,89 | 1

La médiane est 2,5.

2.3 Parametre de dispersion
2.3.1 Variance

Définition 4 Si on pose&; ,...,X, I'ensemble des réalisations de la variable statis, on
appellevariancede la série la quantité suivante :

—\2
(x-"
Si les données de la série statistique sont desedad’un seul caractesg ..., c, avec pour

p
effectifsny, ..., N (Zq = nj, ona:
<

Var(x) :%.Z:‘ n (q —_)2

Var(x) =

S|

n
i=1

Souvent, on préfere travailler avec I'écart-typieesti une quantité plus homogene.
L'écart-typeest la racine carrée de la variance.

Exemple 8 Pour les températures, la variance est 38,044daltt-type est égal a 6,1680.

La variance représente la dispersion des donnéeslaPvariance est grande, plus les données
sont « dispersées ».

2.3.2 Fractiles

Une autre mesure de la dispersion consiste aantdissractiles
Apres avoir classé les observations par ordre gais on partage notre population gsous-
populations de méme effectif.

Page 6 sur 63



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

Définition 5 Le partage de la population en 4 sous-populatitnméme effectif définit les

quartilesQ,, Q. etQs:
le premier quartileQ; est la plus petite valeur telle gu’au moins 25%lalesérie prend une

valeur qui lui est inférieure ou égale;

le deuxieme quartil€, est la médiane;
le troisieme quartil€); est la plus petite valeur telle qu’au moins 75%lalsérie prend une

valeur qui lui est inférieure ou égale.

Le partage de la population en 10 sous-populatiemméme effectif définit ledéciles
Le partage en 100 sous-populations définickstiles

Pour mesurer la dispersion, on utilige#rt inter-quartile égal aQs; — Q;.

Les fractiles d’'une série statistique sont repri&sea I'aide d’'un diagramme, appelé
diagramme en boif®@uboite a moustaches

Exemple 9 Pour les températures :
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Les informations que sont la moyenne et la varidoad'écart-type) ne suffisent pas a
modéliser les données. Tracer un histogramme nousedune idée de la distribution de la
variable statistique. Que I'on reconnaisse ladonrale, la loi exponentielle ou la loi uniforme,
il reste a estimer les parametres de ces lois. lBdar normale, il faut estimer sa moyenne et sa
variance. Pour la loi exponentielle, il faut estifeeparamétre,, ...

Cette estimation et l'interprétation de ces résutiai conclut I'étude statistique porte le nom de
statistiqueinférentielle qui fait I'objet du prochain chapitre.
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3 Statistique descriptive a deux dimensions

3.1 Introduction

De méme qu'en dimension 1, nous désirons reprédeatédonnées sous la forme de tableaux
ou de graphiques, ou réduire les données a quepguasetres. La différence avec la section
précédente est que nous pouvons essayer de nrediuedence les relations qui peuvent exister
entre deux caracteres.

Comme en dimension 1, nous nous intéressons aadebles quantitatives et nous aurons
comme données initiales une suite double :

X1, X2, ooy
Y1, Yo, s Y

La valeur du caractere 1 pour l'individastx;.
La valeur du caractére 2 pour l'individasty;.

Définition 6 On appellesérie statistique doubla suite den couples de valeursi( y;).

Exemple 10 Poids des feuilles et poids des racines (en geshde 1000 individus de
Cichorium intybus (cet exemple provient de l'ouerag Dagnélie).

feuilles | 71 | 76 |106|108|109|111|111|112]| ... |662]|673|679|741
racines | 56 | 51 | 40 |174| 62 | 59 | 84 | 94 | ... |174|290|290|230

3.2 Les distributions en fréquences

Comme dans le cas unidimensionnel, lorsque le nemdidonnées est trop important, nous
condensons ces données en une distribution decinégs. Pour cela, nous construisons un
tableau a double entrée; le nombre d'individuayant les occurrencegsety; des caractéres
ety se trouve a l'intersection de la lignet de la colonng

Dans ce paragraphe, les indicesj qualifient les occurrences des caracteres pouvatébles
discretes et les classes pour des variables cestiet non pas des individus; # X si 1 Z1'
ety;#zy; sij#].

Définition 7 On appelldréquence marginalkes quantités définies par :
q
n.= Z N, pour le caractere
j=1
p
n,=>n  pour le caractére

i=1

Nous rappelons que le point en indice signifie kprea sommé sur cet indice.
Avec cette notation, nous avons donc aussi :

P q q P
n.=>>n :;n,- =Z; n.

i=1 j=1
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Le tableau que I'on construit a donc la structureaste :

F| o ¥ ¥ ¥ T otave:
x
x bl b n bl ",
x M M " n !
X M M el M "
Totaax M M n 1 M.

Exemple 11 Avec les données complétes de I'exemple 10 niotesmons :

Fenilles :Racines [40 a4 80 a 120 & 160 a 200 a 240 & 280 a 320 a|Totanx
79 119 159 199 239 279 319 259

0DafT9 2 2
8]0 a 159 19 LG ) 2 102
160 a 239 86 137 1] 1 280
240 a 319 27 153 89 25 7 301
320 a 399 D 15 91 10 G 187
00 a 479 10 33 21 16 1 | 82
180 a 559 | l 11 10) 3 29
a6l a 639 2 | 2 | 1 10)
640 4 719 | 3 2 0O
T20 & 799 1 |

Totaux 169 392 270 112 42 11 3 I 1000)

Remarques 5
1. Nous avons pris ici le cas des fréquences absolaesnous pouvons construire des

n

tableaux de fréquences relatives’; =
n

2. Nous pouvons bien entendu étudier séparémentilasteee ety et notamment faire
deux statistiques descriptives a une dimensiora &sfient alors a travailler avec les
fréequences marginales.

Définition 8 On appelldréquence conditionnelle relatiyur quey =y; sachant quex = X
la quantité :

_n
fj/i =
n.
On appelldréquence conditionnelle relatiy®ur quex = X, sachant qug = y; la quantité :
_ N
fi/] _ﬁ

Définition 9 On appellgrofils lignesle tableau des frequences conditionnelles reksfjvest
profils colonnede tableau des frequences conditionnelles relatfyes
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Remarques 6
1. Le tableau de fréquences relatives est une repedganempirique de probabilités d'un
couple de variables aléatoires et les fréquencedittonnelles relatives représentent des
probabilités conditionnelles.

2. Les tableaux des profils lignes et des profils noks sont des représentations

empiriques des lois de distributions conditionreelle

Exemple 12 Le tableau (I.1) donne I'évolution de I'age dpdaulation agricole familiale dans
un canton du Loiret. Le tableau (1.2) donne quali-&es profils lignes.

[[Année :Agel

< A 25 JlIl!-'l:.’r'l a 34 :ulr-'liii a 44 ;1I|.~'| 15 a4 51 ;|1|:~|71.'1 a 64 :m.-'l.“:- A G5 ans ”'['Ul.'l]”

1970 N¥ 24 27 61 20 25 245
1979 63 17 20 39 27 25 191
1988 11 15 18 22 31 17 114
Total 192 ab (i 122 78 67 SRl
Tag. 1.1 — Tableau de contingence. exploitations agricoles dans le Loiret

”L\um"v ;\gw”( a 2o ;111»'2-‘) a 34 ;mulii-‘) ad4 &1ll‘~|-|-'-} aod ;:uulii a 64 ans

> a6 ;m-"”

3.3 Représentations graphiques

Les séries statistiques doubles peuvent étre repéess par un nuage de points (cf figure (1.1)).

oo

L L L
-2 -1 0

FIG. 1.1 — Nuxage de points

L L
1 2

. .
4 5
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1970 0.3592 0.0980 0.1102 0.2490 (.0816 0.1020

1979 0.3298 0.0890 0.1047 0.2042 0.1414 0.1309

1988 0.2847 0.1042 0.1250 0.1528 0.2153 0.1181
TaB. 1.2 — Tableau des profils lignes
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Les distributions de fréquences se représenters danespace a trois dimensions par un
diagramme en batons si les variables sont dis¢rét@ar un stéréogramme si les variables sont
continues. Un stéréogramme est un diagramme conggogérallélépipédes rectangles de bases
les rectangles correspondant aux cellules du tabdeatistique et de hauteur les fréquences
divisées par la surface de la base (ceci toujoors pvoir une estimation de la densité de
probabilité).

Exemple 13 Avec les données de I'exemple 10, on obtienglaé (I.2)

200 .

Fréquences absolues

Feuilles 760

Racine

FIG. I.2 - Stéréogramme

Exemple 14 Reprenons I'exemple 12 de I'évolution de I'agagmpulation agricole familiale
dans un canton du Loiret. On peut représenter feflglignes (cf figure (1.3)). Ceci nous
permet de visualiser les difféerences de répartiles ages en fonction des années. Ici, nous
avons l'ensemble des populations étudiées, ledsplighes sont donc exactement les lois de
probabilités sur ces 3 populations. Dans le casous n'aurions, pour chaque population, que
des échantillons, il faudrait effectuer un testistigue (que nous verrons au chapitre 3) pour
savoir s'il y a une différence dans les lois dérithigtions.

045

o4l
035
0ar

LUk 1979

o2l v 1988

015

o1 + 1
005 ‘

i : | |
i 2 3 4 -] ] 1

< A2 .'m:-l |:i,’; Add ""‘i |.':-'; A vl "“‘l

|',£7J A3 ;m-I |1.'| A 5d _\“.I = & G5 ans

FIG. 1.3 — Profils lignes
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3.4 Réduction des données

Nous avons ici deux types de parametres, tout dldies parametres liés a une seule variable
qui caractérisent les fréequences marginales etitomadelles. Nous avons dans ce cas les
parametres habituels de la statistique descrigtiu@e dimension qui sont principalement les

moyennes marginales et y et les variances marginaleg et Jj ainsi que les moyennes et

les variances conditionnelles.
Ensuite nous avons les parametres permettant deedées relations existant entre les deux
séries d'observations. Ce sont ces parametresogiseallons étudier maintenant.

Définition 10 On appelleovariance d'un échantillola quantité :
» Siles données sont sous la forme d'une séristayat double :

18 - -
cov(x,y)== - Xl y-
xy=2X(x=%(v-
» Siles données sont sous la forme d'une distrib@iofréquences :

COV(x,y)=%ii n(x=%(y-y

i=1 j=1

Remarques 7
1. On note souvent SPEEH:(Xi —3()( y —_y) et SCE:Zn:(x —3()2.
i=1 i=1

SPE est la Somme des Produits des Ecarts, souslardaax moyennes.
SCE est la Somme des Carrés des Ecarts, sous entémaouogennex.

2. Lorsque l'on effectue les calculs a la main, oliseties formules suivantes :

n

SPE=Y(xy)-nxy

i=1

SCE, =Z:ll(>9)2 -nx

Exemple 15 On considére la série statistique double suivamnig (respectivemeny)
représente la taille (respectivement I'enverguee}@adolescents nés en 1947 (mensurations
relevées en 1962).

x | 1655 | 164 | 156 | 174 | 169 |157,5| 159 | 152 | 155 | 159
177 | 172 | 163 | 183,5|171,5| 165 | 160,5 | 154,5 | 163 | 162

On a alors : cow, y) = 49,68

Remarque 8 La covariance peut-étre positive ou négative. thhariance positive
(respectivement négative) indique une relationecles données croissantes (respectivement
décroissantes), i.e. que les valeurs élevées d&necorrespondent, dans I'ensemble, a des
valeurs élevées (respectivement faibles) de l'autre

Théoréme 1 On a toujours la relation suivante|cov(x, y) < g,0
L'égalité n'a lieu que si les points, (%) sont alignés.

y"
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3.5 Droite de régression
3.5.1 Introduction
Exemple 16 On désire savoir comment le taux de cholestémnidise dépend de I'age chez

I'hnomme. Pour cela on a pris un échantillon d'homatiltes d'ages bien déterminés : 25, 35,
45, 55 et 65 ans. On a obtenu les données suivantes

Ages| 25 25 25 25 25 25 25 39 34 35 3b
Taux| 1.8 2.3 2 2.4 2 2.5 2.6 216 2|9 4.32.4
Ages| 35 35 35 45 45 45 45 45 45 4% 4
Taux| 2.1 2.5 2.7 2.7 3 3.1 23 2|5 3 3.32.7
Ages| 55 55 55 55 55 65 65 69 64 65 6
Taux| 3.1 2.9 3.4 2.4 3.4 3.7 2{8 33 5 3. 33 2.6

La question qui se pose est celle de I'exploitatierces données.

En pratique nous sommes souvent amenés a recheraheglation entre deux variabbesty.

Pour cela, dans un premier temps, nous collectessidnnées, yi1), (X2, ¥2),..., &, Yn)-
Ensuite nous représentons graphiquement ces données
Nous pouvons par exemple avoir les cas suivants :

12

Cas (a)

10

Cas (b)

1

Cas (c)

e, >N

gl

gt

'Ib,'

4 >05F

09

08

0.7

06

04t

03

021

01

o,

.
2

.
4

6

0
0

2

|
4

6

0

0

.
2

|
4

FIXG. 1.4 - Différentexs formes de graprx]es
Suivant les cas de la figure 1.4, nous pouvons gresisx modeles :
Cas (a) Y(X) =4, + 5, X (modele linéaire)
Cas (b) y(X) =B, + B, x+ 3,X (modéle parabolique)
Cas (c) pas de modele.

L'un des buts de la régression linéaire simpled@tu cas (a) ) est de prédire la "meilleure”
valeur dey connaissarnt (si le modeéle linéaire est bien évidemment pentine

Page 13 sur 63



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

3.5.2 Estimation des coefficients

Une droite sera d'autant plus proche des pdin(s;, y) que les écarts entre ces points et la
droite seront faibles.
L'un des criteres les plus utilisés est le critlge moindres carrés qui utilise la somme des

carrés des écarts (également app&sgiug : r. =y, —Qi ,ou ;, est I'ordonnée du point de la
droite d’abscissg (cf figure (1.5)).

25 T T T T T
‘*“ "o
20+ p
P fq
~ "IIII‘ % ra
15+ ﬁ7r? (U]
r_fﬁ
>
—r, .
10 y 4 %55
’H Ty
5+ ,::E'_/Tz ]
]» 1
0 | | | | | |
0 2 4 & 8 10

X
FIG. |.5 - Moindres carrés.

Les points X, ¥)i=1,....n SONt connus, la question est de trouver les valées parametres, et
B, qui rendent la valeur du critére la plus faiblegible.

Nous sommes ramenés au probleme d'optimisationyraufonction a 2 variables suivant :

(P) (ﬁow)ng f(4nA)
f (,807,81) :%Z;:riz :_;:1(yi =B = BX% )2

En effet, plusf (,80,,6’1) sera proche de 0, plus les carrés des résidus |e®nésidus; , seront
proches de 0.
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Théoreme 2 La solution du problemé} est :

Remarques 9

1. On a supposé dans le calcul fB€E, # 0, c'est-a-dire que tous lgsne sont pas
identiques.

2. Nous noterons dans la su'@ et ,@1 ces solutions.
Exemple 17 Reprenons l'exemple 16

2

| [z [v 1w [ @ [y
1 25 [ 18] 450 | 625 | 3.24
2 25 | 23 | 575 | 625 | 5.29
3 25 | 20 | 50.0 | 625 | 4.00
1 25 | 24 | 60.0 | 625 | 5.76
5 25 | 20 | 50.0 | 625 | 4.00
6 25 | 25 | 625 | 625 | 6.25
7 25 | 26 | 65.0 | 625 | G6.76
8 35 | 26 | 91.0 | 1225 | 6.76
9 35 | 29 | 1015 | 1225 | 8.41
33 65 | 26 | 169.0 | 4225 | 6.76
Totaux || 1445 | 90.1 [ 4103.5 | 69625 [ 253.31

Movennes || 43.79 | 2.73

Les estimations ponctuelles sont alors :

41035 1445¢ 90.1

. ~ 1582

A= 1448 63515 00
696251 :

~

B,=2.73- 0.02% 43.7¢ 1.64

)

Remarques 10
1. Ona: ri:yi—izy—(,@;ﬁ

On vérifie abrs que

(v (B +Ax))
(%))~ (Ax)

i=1 i=1

—nﬁ)—n_@:o

M- )
I

o

M- 1

< |~

n

2. De la méme fagon que nous avons cherché a expyierefonction de, on peut
essayer d'exprimeren fonction de/ et nous obtenons ainsi la droite de régression
d'équation :
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-\ - SPE
x:ﬁxy(y—y)+x avec ﬁxy:ﬁ

Il nous reste a résoudre la question de la pextandn modéle linéaire !

Définition 11 On appelleoefficient de corrélation linéairke rapport de la covariance sur les
produits des écart-types :
[ = cov(x,y)
0,0,

SPE

JJSCE SCE

Notons X, (respectivementy.) le vecteur des données centrées de la variable

On peut aussi écrire : r=

(respectivemeny). C'est-a-dire que?C = ( X — X, X, —_>§T ety, = ( Y, ~ Y A —_))T :
Ces vecteurs sont dafis'.

Alors SPE est le produit scalaire entre ces dewgteves et SCEet SCE sont les normes aux
carrés de ces vecteurs.

Par suite le coefficient de corrélation linéaiiatstrpréte comme le cosinus de l'angle de ces
deux vecteurs d&".

On en déduit la remarque suivante :

Remarque 11 Le coefficient de corrélation linéaire a les piéfgs suivantes :
1. rO[-1+1
2. |r|=1 si et seulement si les points, ) sont alignés.

Ainsi, plus|r| est proche de 1, plus le modele linéaire se jastifi

On a différents cas de figures :

T 0 <
r=1 = ‘H' 1<r<0 = 0 "?‘I‘a
a® e
. "2 0 2 .
10 < LI' < ( - "'f‘ = . 0 %
= 0 T
r=1 = 0 . AT Sl r==1 = 0 Ao ey,
10 I
ol o ) r=0) =1 0 ]
- |‘ ‘-
O<r<1 > 0 }F’ r==1 > 0 ..“h.h
[ o - S
E 0 2

FIG. 1.6 - Liens entre les nuages de points ebddficient de corrélation linéaire
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3.6 Changement de variable

Nous allons voir que lorsque le modele n'est pagoai linéaire, on peut parfois s'y ramener
par un bon changement de variable.

Considérons I'exemple suivant :

Exemple 18 Le carbone radioactlfC est produit dans I'atmosphére par I'effet desmayo
cosmiques sur I'azote atmosphérique. Il est oxpddGO, et absorbé sous cette forme par les
organismes vivants qui, par suite, contiennentartat pourcentage de carbone radioactif
relativement aux carboné<C et**C qui sont stables.

On suppose que la production de carbtieatmosphérique est demeurée constante durant les
derniers millénaires.

On suppose d'autre part que, lorsqu'un organisnuethses eéchanges avec l'atmosphére cessent
et que la radioactivité due au carbdf@ décroit suivant la loi exponentielle suivante :

A(t) = Ae”™
oU X\ est une constante posititegprésente le temps en annéA g} est la radioactivité
exprimée en nombre de désintégrations par minytaregramme de carbone.

On désire estimer les parametfget X par la méthode des moindres carrés. Pour cela, on

analyse les troncs (le bois est un tissu mortjeevieux arbreSequoia giganteat Pinus
aristaca

Par un prélevement effectué sur le tronc, on pbtaror :
* son agd en années, en comptant le nombre des anneauridsarrce,

» saradioactivitéd en mesurant le nombre de désintégration.

On a alors le jeu de données suivant :

t 500 1000 2000 3000 4000 5000 6300
A 145 135 120 108 99 89 8.0

Soit : y(t) =In A(t) =In A —At.
Posons alors B, =In A, , B,=-A ety = InA.

Le modele s'écrit maintenanty(t) = 5, + St

Nous sommes donc ramenés au cas de la régresstairdi simple.
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Chapitre Il

Statistique inférentielle

1 Introduction

Considérons les deux situations suivantes :

Situation 1

Une société s'approvisionne en pieces brutes gafpamément aux conditions fixées par le
fournisseur, doivent avoir une masse moyenne dagyi@@@mes. Au moment ou 500 piéces sont

réceptionnées, on en préléve au hasard un écbarddl 36 pieces, dont on mesure la masse.
On obtient les résultats suivants :

Masse des pieces | Nombre de piéces
(en grammes)
[745; 755] 2
[755; 765]
[765; 775[ 10
[775; 785[ 11
[785; 795]
[795; 805] 2

A combien peut-on estimer la moyenne et I'écgrétyes masses pour la population constituée
des 500 pieces a l'aide des résultats obtenugsacieantillon ?

Situation 2
Dans un hépital important, on préleve au hasaréalantillon de 100 personnes parmi la

population des malades et on mesure la pressiénedie diostalique (P.A.D.) de chacune de
ces 100 personnes. On obtient les résultats sgivant

P.A.D. Effectif
(en mm de Hg)
[4; 6[ 4
[6; 8[ 20
[8; 10[ 41
[10; 12[ 23
[12; 14] 12

A combien peut-on estimer la proportion de persertont la P.A.D. est strictement inférieure
a 8 parmi la population constituée de I'ensembdendl@lades de I'hopital ?
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Nature du probleme

Dans les deux cas, nous cherchons des informagianane population d'effectif relativement
important a partir de I'étude d'un échantillon delques dizaines d'unités: dans la situation 2, il
s'agit d'une proportion et, dans la situation dne'moyenne et d'un écart-type.

Ce type de situation se rencontre frequemment ldam®onde industriel car, le plus souvent, il
n'est pas possible d'étudier la population entiés prendrait trop de temps, reviendrait trop
cher ou serait aberrant comme, par exemple, daoaslel'un contrdle de qualité entrainant la
destruction des pieces (durée de vie d'une ampoule)

Nous allons apporter a ce probleme tres importank dypes de réponses. Nous proposerons
tout d'abord un nombre comme moyenne, proportiorécart-type de la population : c'est
I'estimation ponctuelleséduisante par sa simplicité mais ne donnantqgeurs un résultat
utilisable de fagon satisfaisante. Aussi, dans seeonde partie, serons nous amenés a
introduire la notion dhtervalle de confiancassocié a un coefficient de confiance.

2 Statistiques

2.1 Définitions

Dans la suite, on considere le cas d’'un échantiige aléatoire simple, c’est-a-dire que I'on
extrait de la population un échantillon de taillpar des tirages aléatoires, équiprobables et
indépendants (tirages avec remise ou tirage samsa@alans une population de grande taille).

SoitX la V.A. qui représente le caractére quantitatd on souhaite étudier sur 'ensemble de
la population. On not¢E (X)=p et Var(X)=o".

Soit X la V.A. qui représente le résultat aléatoirekdame tirageXy suit la méme loi qui.

On notex, sa réalisation.

Définition 12 Len—uplet Ky, ..., X,) de V.A. indépendantes et de méme loi (cellX)dest
appelén-échantillon ou échantillon de tailfede X.
La réalisationXy, ..., X,) de I'échantillon Xy, ..., X,) est 'ensemble desleurs observées

On appellestatistiquesur un échantillonXj, ..., X,) une V.A. fonction deX:
Y =1(Xq, ..., Xp).

Apres réalisation, la V.AY (statistique) prend la valet(x, ..., X,).

2.2 Statistiques classiques

2.2.1 Moyenne empirique

Définition 13 On appellenoyenne empiriquée I'échantillon X, ..., X;) deX la statistique :
X = 12 X
ni=1
Sa réalisationx :lz % (qui est la moyenne de I'échantillon) est appef@genne observee
n

i=1
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Exemple 19 Pour I'échantillon étudié dans la situation 1, @yenne observée des masses (en
grammes) des 36 pieces est (en supposant quedesrations sont au centre de chaque classe):

2x 750+ 6x 760 1& 770 1 780 x5 790 x2 890774 27
36 ’

X =

En I'absence d'informations supplémentaires, oiddé&te prendre cette valeur comme
estimation de la moyenne inconnudes masses pour la population constituée des 8@epi

réceptionnées.

Le théoréme de la limite centrale permet d’'étdbliesultat suivant :
_ 2
Proposition 1 Si la taillen de I'échantillon est grande (en pratique 30), X ~ N[M,O—].
n

_ 2
Remarque 12 Sin <30, mais siX ~ N’ (u,oz), on a encoreX ~ N’ u,%]‘

2.2.2 Variance empirique
Définition 14 On appellezariance empiriquéle I'échantillon Xy, ..., X,) deX la statistique :

S§=§g(>§—7<)2

n —\2
Sa réalisatioro’ = 1Z()g - x) (qui est la variance de I'échantillon) est appekigance

n=
observée

Exemple 20 Pour I'échantillon étudié dans la situation 1,ddance observée des masses des
36 piéces est :

2x(750-x) + &x( 760-X) + 18( 770%) + [ 780 + «§ 790) + xp 800)
36

2 _
036_

= 157,06

Par analogie avec la moyenne, nous sommes tent#oir la variancesZ, d'un échantillon

prélevé au hasard comme estimation ponctuelle dariance inconnue? d'une population.

Mais en procédant ainsi, nous risquons de soustesta variance de la population, et cela
d'autant plus nettement que I'effectif de I'échiamtiest petit. Aussi est-on conduit a corriger

cette premiere estimation peu satisfaisante eisartil le nombre%afﬁ.

D'une maniere générale, nous verrons que I'on geaitir comme estimation ponctuelle de la
variance inconnue® d’une population le nombre :

R )Y LB
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2.2.3 Proportion

Soit une population comportant une modaWitéSoitp la proportion d’individus de la
population possédant la modallg

On extrait de la population un échantillon de ¢aill
SoitRla V.A. qui représente le nombre d’individus dééshantillon possédant la modalité

Définition 15 On appelldréquence empiriquia statistique :

F=R
n
nombre d'individus possédant la modalité

Sa réalisationf = (qui est la proportion

n
d’individus de I'échantillon possédant la modaMé§ est appelé&équence observée

Exemple 21 Pour I'échantillon étudié dans la situation 2yéméience observée des personnes
dont la P.A.D. est strictement inférieure a 8 est :

f=24_0 24
100

En I'absence d'informations supplémentaires, oiddée prendre cette valeur comme
estimation, pour la population constituée de I'ertde des malades de I'hopital, de la
proportion inconnu@ de personnes dont la P.A.D. est strictement iexfiée & 8.

Remarque 13 R~ B(n;p)

Proposition 2 Si la taillen de I'échantillon est grande (en pratique 30), et sipet 1 —p ne

sont pas trop petitSp €[0,1;0,9), alors F ~N[ p@]

Remarque 14 On prend également comme conditionsrsetp : n p>5 etn (1 —p) >5.

3 Estimateurs

3.1 Généralités

Exemple 22 Une usine fabrique quelques millions de vis et emtvmesurer le diametre
moyen, appelons-ld. Si nous avions l'ensemble des valeurs, il nodsrat de calculer la
moyenne empirique pour trouver la valeur chercl¥enous supposerons ne posséder qu'une
partie de ces valeurs. Nous allons donc devoimestie parametrd.

La premiere estimation a laquelle nous pensonia @sbyenne arithmétique, appelonsva

Nous pouvons donner une autre estimation de cetigemme: la moyenne géométrique,

n
appelons-lam, (mz = n’I_J X]- Si nous connaissions la valeur deil serait facile de voir
1=

laquelle des deux valeung et estime le mieuxl.
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Seulement, nous ne connaissons pas la valeur engeyennal (sinon nous n'aurions pas a
'estimer !).

Il nous faut donc définir au moins un estimateyrset’on en posséde plusieurs, déterminer
certaines de leurs propriétés afin de les comareavoir lequel est le meilleur.

SoientX une V.A.R. dont la loi dépend d'un paramétre mmeod, (Xy, ... , Xp) un
n-échantillon deX et i, ... ,X,) Sa réalisation.

Il s’agit d’estimer le parameétré.

Définition 16 Un estimateurde @ est une statistique=1f(Xy, ... , X,), et sa réalisation est
notéet =f(xy, ... , Xn).

Remarque 15 Un parametre admet une infinité d'estimateurs.adertsont évidemment
"farfelus", d’autres semblent cohérents. Par @kenhe paramétre. d’une loi de Poisson
admet la moyenne empirique et la variance empiraqueme estimateurs possibles.

3.2 Biais et convergence

Définition 17 Si T est un estimateur du parameéétela V.A. T -8 est appeléerreur
d’estimation

En écrivanfT — 8 =T — IE(T) + IE(T) — &, on fait apparaitre le ternfe— IE(T) qui traduit la
fluctuation deT autour de son espérance, et le termé)IE(@ = B(T) appeléiais de
I'estimateur.

Définition 18 Un estimateul de fest ditsans biaissi :

IE(T)= 8 (ouB( =0)

sinon, on dit qu'il eshiaisé

Exemple 23 La moyenne empiriqué est un estimateur sans biais du paramewiaine loi
de Poisson. La variance empiriqug est un estimateur biaisé du méme paramétre.

Définition 19 Un estimateull de fest ditasymptotiquement sans biais:
IE(T) - 6,

n- +oo

Remarque 16 Un estimateur sans biais est également asymptotigpiesans biais.

Définition 20 Si T est un estimateur d2 asymptotiquement sans biais et si :
Var(T) - O,

n- +oo

alorsT est ditconvergent
Définition 21 SoientT et T’ deux estimateurs sans biais @€T est ditplus efficacequeT’ si :

Var(T) < Var(T).
Un estimateur sans biais de variance minimalemgstléestimateurefficace.
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3.3 Estimation ponctuelle de parametres usuels.

3.3.1 Estimation ponctuelle de I'espérance

Proposition 3 SoitX une V.A. dont on veut estimer I'espérance IE(X) a partir d'un
n-échantillon Ky, ..., X,). La moyenne empirique :

i n
n

i=1

X==3"X

est un estimateur efficace gde

3.3.2 Estimation ponctuelle de la variance

Proposition 4 SoitX une V.A. suivant une loi normal!é’(u,oz) dont on veut estimer la
variancec” a partir d’'unn-échantillon Xy,..., X,)). La statistique :

312—1 :ﬁ_ i:1( X _7()2

est un estimateur sans biais et convergens’de

n

3.3.3 Estimation ponctuelle d’'une proportion

Proposition 5 Soitp la proportion d’individus d’'une population possetane modalitév.
On extrait de la population un échantillon de ¢aill

SoitRla V.A. qui représente le nombre d’individus dééshantillon possédant la modalité
La fréquence empirique :

est un estimateur efficace gde

3.3.4 Estimation du paramétreA d'un processus de Poisson homogene

Comme nous avons pu le voir dans le cours de pil@Bakiabilité, que ce soit pour le
processus de Poisson homogéne ou bien son prockessaomptage associ) la
connaissance du parametteest indispensable.

Nous allons donner deux méthodes pour I'estimdisant deux plans d'essais :

* Plans d'essais de type | : on observe le systemasupériode et on note le nombre de

défaillances\.. L'estimateur% est un estimateur sans biais et convergent de

* Plans d'essais de type Il : on observe le syst@mdamt un nombne de défaillances et
on note le temps desdéfaillances. Soil; le temps de laeme défaillance.

. 1&T . .
l'estimateur=> - est un estimateur sans blals%Ie
N i
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4 Estimation de la fiabilité

Soit T une V.A.R. qui modélise la durée de bon fonctionaetna’un élément.
Soientty, t,..., i n observations de la VAR.

Exemple 24 Pour estimer la fonction de répartitionTent on divise le nombre de fois du
est inférieur & parn :

Zn‘ﬁ—wt[( )

i=1

A
\—/
3|I—‘

Pour I'exemple précédent, nous avons supposé disges observations de la V.A..
Dans la pratique, ce ne sera pas toujours le aagéfart, on observera toujourgléments,
mais nous ne pourrons pas toujours obtenin liesnps de défaillances.

Voici les différents types d'essais, utilisaréléments.

e [Essais complets : on observe jusqu'a la défailldnogernier élément. Les données sont
donctl, L., 4.

* Essais incomplets :

- tronqués : on arréte les essais au bout d'un teyipee a I'avance;

- censurés : on arréte les essaiskfTE défaillance, fixée a I'avance;

- interrompus : on retire des éléments non défadlantcours d'observation (on appellera
ces éléments des éléments suspendus).

Pour la suite, on notera :

- n:nombre d'éléments mis en servide=30,
- v(t): nombre d'éléments en vie a l'instgnt
- d(&; tis1) : nombre d'éléments défaillants dans l'intervije;.;]

Remarque 17 On a de maniére évidemte= v(t) + d(O, t)

4.1 Essais complets

Nous allons voir trois méthodes qui permettentfagher le mieux possible la fiabilité,
suivant la valeur de.

4.1.1 Méthode des pourcentages simples

Cette méthode est utilisée lorsque la valeun dst supérieur a 50. On a les estimations
suivantes :

. F)= d(g’t)
e R(1)=1 d(g’t):ﬂ
. A(tt+An)= Alt dit+Aan (tvt(:)m)
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En ordonnant les temps de défaillances (ce quiavenien a la généralité), on obtient les
estimations suivantes :

¢ E(ti):

©OR()=

i
n
n —

4.1.2 Méthode des rangs moyens

Cette méthode est utilisée lorsque la valeun dst comprise entre 20 et 50. En ordonnant les
temps de défaillances, on a les estimations suggant

- R
© ORI
~ 1
. /](ti;ti+1) = (ti+1—ti)(n+1—i)

4.1.3 Méthode des rangs médians

Cette méthode est utilisée lorsque la valeun dst inférieure a 20. En ordonnant les temps de
défaillances, on a les estimations suivantes :

~ \_i-0,3

BTy
0,7-i

. (;)zu

n+0,4
¢ j(ti;tiﬂ) :(

x>

1
t..—t)(n+0,7-i)

i+l

4.2 Essais incomplets

Dans le cas d'essais tronqués, on a les obsersatiivantes :

ttyte ot oo £, aved <t, OiO{ 1,.j}
\_ﬁ/_—d

n-j fois
Dans le cas d'essais censurés, on a les obsesativantes :

tttan e tototon.. Lo

n-k fois
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Dans le cas d'essais interrompus, on a les obsmrsauivantes :

* *

ttty et e

n

ou les temps étoilés représentent les temps derssisp.

4.2.1 Méthode de Kaplan-Meier

Soitd(tj)) le nombre d'éléments défaillants a l'instgran a l'estimation suivante :

R(O=T1, {1_%}

ou € est strictement positif tel quei, t,_, <t —¢.

v(tj —g) représente le nombre d'éléments en vie juste dva@mps de défaillandg

Proposition 6 S'il n'y a pas d'élément suspendu, cette métb@damene a la méthode des
pourcentages simples.

4.2.2 Méthode de Johnson

Soiti le rang initial de la défaillance a l'instant

On va utiliser un « rang corrigé » de la défailmad’instant;, notéi', pour prendre en compte
les temps suspendus.

On notei'_ le rang corrigé de la défaillance a l'instant pdacidt;.

Pour le calcul des temps corrigés, on utilise datgme suivant :

1. Pouri=1,i"_=0
0 si 'élément est suspel
2. Calcul d'unincréementb, =< n+1-i' . ,
———— sinon
n+2-i
3. Calcul d'unrang corrigéi:=i'_+ Dj,

On estime ensuite les caractéristiques en utilisaatméthode des essais complets avec les

couples |, t)).
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4.3 Cas particulier de la loi exponentielle
Dans le cas d'une durée de vie de loi exponentmil@ vu quel(t) =1 et queMTTF :%
(ou MTTF = Mean Time To Failure = durée de bon fammmement).

De plus, il est facile de voir que(t) = €, ce qui entraine quie (R(t)) = -At.

4.3.1 Méthode graphique

On trace :
» soit sur du papier semi-log la droite de régressijoindoit passer par le point (0 ; 1)

« soit la courbe d’équation y = R(t) obtenue parriiéation des pointsv. (1; ; fz(; ))

On sait queR(%j: 36,8% car—lz 0,3¢€.
e

Il reste a lire sur I'axe du temps l'abscisse quiespond a lI'ordonnée 0,368. On obtient alors
une estimation du MTTF.

=0,368

| -

4.3.2 Méthode numérique

On calcule la valeur de la pente de régression taosﬁfi!rie(ti ;In (fi(; ))) :

Cette valeur correspond a une estimation-de
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5 Estimation par intervalle de confiance

Dans la situation 1, en choisissant un nouvel édltande 36 pieces, on obtiendrait une
nouvelle moyenne pour les masses de ces 36 pibeanéme, dans la situation 2, un nouvel
échantillon de 100 personnes donnerait une noupedigortion de malades possédant la méme
propriéte.

Ainsi, les estimations ponctuelles proposées csaesle la moyenne d'une population et d'un
pourcentage d'éléments de la population dépendentlirectement de I'échantillon prélevé au
hasard. Dans de nombreux cas, l'importance atgibuéhasard dans le choix des éléments d'un
échantillon, et donc dans le résultat des estimatjponctuelles, est grande. Cela conduit a
s'interroger avant d'utiliser ces estimations poendre des décisions dont les conséquences
économiques, financieres, sociales, ..., peuvent &&e grandes : refus éventuel d'une
livraison, choix d'une stratégie commerciale, fiatd'un minimum de ressources pour
l'obtention d'une aide, ...

Aussi est-on amené a chercher un nouveau typéntisin de la moyenne d'une population ou
d'un pourcentage d'éléments d'une population sousefd’intervalle, en utilisant le calcul des
probabilités.

Il s'agit en fait de situer le paramétre inconfiypar un intervalle qui a une forte probabilité
(généralement 95% ou 99%) de le contenir.

5.1 Cas général

Définition 22 On appelle intervalle de confiance (noté I.C.) daramétre inconné au

niveau de sécuritou deconfiancg y fixe, tout intervalle T, T;] tel que :
IP(T,<0<T,)=y

En général, on preng = 0,95 ou 0,99.

Remarque 18 On construit les intervalles de confiance a paleita loi de probabilité d'un bon
estimateurd de €. Compte tenu de l'infinité des intervalles possblon construira des

intervalles de confiance symeétriques, c'est atdiseque :IP(Tl < H) = IP(B < T2) :1_Ty

Pour la suite, nous nous contenterons de constdese intervalles de confiance pour la
moyenne et pour la proportion. La technique se igdisé a un parameétre inconnu quelconque
(par exemple, la variance d'une loi gaussienne).

5.2 |.C. pour une moyenne

Soit X une V.A. suivant une loi gaussienne, de variamteet d’espéranc@ que I'on veut

estimer.
On rappelle que pour unéchantillon i, X5, ..., X,) de la population, un estimateur efficace de

la moyenne est :
— 1<
X=—
n "

i=1

X

Page 28 sur 63



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

5.2.1 Cas olb’ est connue

le/ﬁ

Si U suit une [0iN(0 ;1), alors pour toutr J]0;1[, il existe un réel positif, noté, ,,,, tel que :

IP(—Uyg/, <U<Up,p,)=y=1-a = IP(U<u,,)= 1_%

— 2 _—
Si g” est connue, on sait que X ~ N(u,o—j et donc queX—~J\f°(O ; 1),
n

. X -p _ ol o o~ o) _
On a donc .IP(—ul_L,,2 sms ul_a,zj = IP[X —ul_mﬁSps X+ q’”’zﬁj_ y=1l-a

Théoréme 3 L'I.C. au niveau de confiancg=1-a de la moyenngi d'une population
gaussiennéf(u,oz) ol o est connue est :

| { 9 ey i}
a 1—0/2\/5' —a/2\/ﬁ
N .
ou X :—z X (moyenne observee)
ni=
qui s'interpréte par : « avec la probabifitea, pUl, »

On trouve grace a la table de la loi normale centeéuite que :
* sia=5% (laconfiance étant de 95%), alors,,,= 1,96

* sia=1% (laconfiance étant de 99%), alos,,,= 2,57

lllustration numeérique : 0?=4,n= 25, x= ¢donne:

|5%=[8—1,96§ 8+ 1,9@5}:[ 7,22;8,18
I1%=[8—2,57§ ;8 2,57%}:[ 6,97;9,0

Remarques 19
1. ay>a,=1, 01, :pluslaconfiance exigée est grande, plus I'amgé de l'intervalle

de confiance est grand.

2. Sil'on veut réduire I'amplitude de l'intervalle denfiancel , (a un niveau de confiance
fixé) dans un rappok, il faut multiplier la taille de I'‘échantillon p&f.

lllustration numeérique : 0?=4, a =5%, x= Edonne :
n=25 - Iy =[7,22,87f
n=100 - Iy =[7,618,3p

Pratiquement, plus la confiance choisie est fqiigs I'échantillon devra étre important.
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5.2.2 Cas ols? est inconnue

. . . 1 & —\2 . ..
Si o est inconnue, on sait qus?, :—12( X - X) est un estimateur sans biais et
n—1%

convergent de”.

X - . . : X . N
On montre de plus que=——-—=~T,_, ou T, suit une loi de Student &-1 degrés de liberte.

S../+/n
Si T._, suitune loi de Student &1 degrés de liberté, alors pour tamE]O;l[ , Il existe un
réel positif, not&t,_,, ,,,, tel que :

IP(_tn—l,l—alz <T i <triia /2) =y=1l-a - IP(Tn— 1<t 110 /; =1-

N R

X —
n-11-a/2 < m < tn—l,l—a /2} IP(X - lia /2\/— - <
-1

M< X+t

S |-
n—l,—]a/Z\/_nJ y

Dol : IP[—t

Théoreme 4 L’l.C. au niveau de confiancg=1-a de la moyenngi d'une population
gaussiennéf(u,oz) ou o®est inconnue est :

Ia:{; t—lla/2\/_ n11—a/2ﬁj|:|:;( tn—lia/Z\/_ X+tn—l—]a /2\/—1}

oux :12 x (moyenne observéey, , = \/LZ(xi —3()2 (déviation standard)
n n

i=1 -1 i=1

eto, = \/EZ(Xi —;<)2 = \/n_—l S., (écart type observeé)
n

i=1

5.2.3 Cas oln est « grand » > 30)
Sinest « grand », il n'est pas nécessaireX|geit gaussienne : le théoréme de la limite
. 2
centrale donneX ~N[M,G—J pour N — oo
n

Lorsque o®est inconnue (ce qui est presque toujours les)cas utilise 'approximation :

X -
S/\/__’ NO:D

ol S est la variance empirique. On a alors :

Théoréme 5 Lorsquen est « grand »1.C. au niveau de confiange=1-a de la moyennel
est:

I —F u G ';<+u1 —0”}
a - 1—a/2\/_’ ~a /2
n Jn
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5.3 1.C. pour une proportion

Soitp la proportion d’individus d’une population possgdane modalité ( pD[O;]] ).

On extrait de la population un échantillon de ¢aill

SoitRla V.A. qui représente le nombre d’individus dééshantillon possédant la modalité
on rappelle qué~ :gest un estimateur efficace de

On sait de plus que~ B(n; p)

Utilisons la convergence en loi de la loi binomieadgs la loi normale quand — +oco
R-np ¢

—— T _ N©O:1)

Vhp-p)
Soitu,_,,, la valeur déterminée dans la table de la loi néeroantrée réduite suivie par la
V.A. U telle que :IP(-u,_,,, <U<U,,)=y=1-a = IP(U<u,,)= 1—%. Alors :

R-np

IP| —U_,, <——=<U_, |=1-a

{ 1-al2 np(l— p) 1- /2}

Lorsquen est « grand », $i est la fréquence observée on considerepftie p)= f(1- f)
et on obtient

Théoréme 6 L’I.C. au niveau de confiancg =1-a de la proportiorp est :

/f 1-f ’f 1-f
Iaz{f_ula/Z %’ f+ul—a/2 %
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Chapitre Il

Tests statistiques

1 Introduction

Depuis quelques décennies, nous assistons a umegaen force" des méthodes statistiques
dans le domaine réglementaire, lequel conduitpise de décision : on a ou on n'a pas le droit
de ... En particulier, 'augmentation des échangesnoerciaux et des liens économiques entre
les pays s'accompagne d'accords destinés a fixer rélgles communes; la statistique
inférentielle trouve la un immense champ d'apglicatCela se traduit par des réglementations
définissant dans chaque cas particulier une praeétkstinée a préciser sans ambiguite :

« comment un ou plusieurs échantillons doivent gtédevés dans la population étudiée;

* quelles mesures doivent étre effectuées sur ceméahantillons;

» quelle décision doit étre prise a propos de l'etdeite la population étudiée, suivant

les résultats obtenus sur le ou les échantillons.
Une telle procédure s'appelle en statistiqueeahde validité d'hypothése.

Expérience — — - -
. ) Fest d'adéqguation : les observations
[ohservations) . . : S . :
viennent-elles bien d'une loi binomiale, dune
Statiftioue loi de poisson, dune loi ganssienne, .. 7 n adl m
. 1 cehantdlon
deser]ptive HE I
(chip 1) T poA o
1 1 1
Movenne ldée de la Discrete @ binomiale B(n; p) Fstimation
e — wisson PLA) L.
\”_L”rl“” distribution poss v _"! 9, ponctuelle
Histogramme Continne @ ganssien A (g o). (ehan L
— - - Deux échantillons
lest de comparaison des movennes, des variances, des - === =] T
. , . . . AL I o
proportions : on a 2 populations; pent-on considérer gue ] fnl ,il 'fnl .&2_1
. . T 3 Do, Ag. g, @
les movennes sont cgales, clest-d-dire gque g = pa - ——— - — P2 A2 12 2

FIG. 1ll.1 - Diagramme récapitulatif : pourquoi lests ?

Nous allons étudier plusieurs types de tests dfastequation a une loi théorique (qui permet
de valider I'ajustement d’une distribution expérittade issue d’'un échantillon a une loi
théorique), test d'indépendance de deux caractizgs de comparaison ...

La construction d'un test, quel qu'il soit, passedeux étapes :

1. On formule une hypothes#, appelédypothésaulle, et il s’agit de décider si on
rejette cette hypothése par opposition a une ctypethesed; appelédypothese
alternative

2. On appligue uneegle de décisioqui va nous permettre de choisir entre la premiére
hypothése et la seconde. Elle repose suwvariable de décisiofqui est une
statistique) dont on connait la loi i) est vraie.
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Nous pouvons alors résumer les différentes proi@bsuivant la réalité et notre décision, dans
le tableau ci-dessous :

Béalite [on &tat de la nature)

Hp vraie Hy vraie

Décision [JI'T-IIIL l_[-.-l.LI]ll-l 1 —o 3

considérer
rost eone i 1—4

Hy vraie

TAB. lll.1 - Probabilités intervenant lors d'unagar de décision en environnement incertain.

Définition 23 La quantitéx représente le pourcentage de caslglest vraie et on la rejette.
On l'appellerisque de premiere espéoa encoraliveauou seuil de signification
(En traitement du signaly s’appelle probabilité de fausse alarme.)

La quantité3 représente le pourcentage de cablpast vraie et on la rejette.

On l'appelleisque de seconde espéeta quantité 1 8 s'appelle lgpuissance du test

Lorsque I'on est en présence d'un tel test, cé@queherche a faire est de minimiser les
erreurs, c'est a dire les valewret(3. La regle de décision est trés importante puiigwa

induire le calcul dex et de3. Pour minimiser ces deux valeurs, il faut donejosur cette regle
de décision. Dans la plupart des cas, nous ne psyvas jouer sur les deux tableaux, c'est a
dire minimiser a la fois: et3. Nous allons étudier le cas ou I'on donne

2 Tests basés sur le Khi-2

2.1 Test d'adéquation

On étudie un phénomeéne aléatoire représenté par.dnexX.

On considere un-échantillon Ky, ..., X,) que I'on analyse selon les méthodes de statestiqu
descriptive.

Cela permet de choisir parmi les lois de probagslitsuelles celle qui semble étre la plus
proche de la distribution expérimentale induite ljgghantillon.

Remarque 20 on peut étre amené a ce stade a estimer certagrm@iaes de la loi choisie (ou
donnée) pour modéliser le phénomene aléatoire (elamparameétrel d’'une loi de Poisson).

A partir de ces données, on veut tester I'hypotséseante :

Ho : "X suit une certaine loi de probabilité

Cela revient a tester I'hypothése Xy, ..., X, suivent la loi de probabilite"
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Soit (Xg,..., X,) une réalisation do- échantillon.

On notem,..., m les valeurs distinctes prises pat..., X, et y; le nombre de fois onn
apparait dans«;..., X,) (il s’agit del'effectif observéour la modalitén).

Exemple 25 On effectue 100 lancers d'un dé équilibré (caguipdobabilité) a 6 faces. On
obtient le tableau suivant :

Face 1 2 3 4 5 6
Effectif observé 15 18 15 17 16 19

TAB. lll.2 — Résultats de I'expérience du jet duadé faces
La question est de savoir si le dé est vraimenitibgiiou non.

Le diagramme en batons correspondant a notrebdistm expérimentale est le suivant :

20
15
10

5

0
1 2 3 4 5 ¢

Le diagramme ressemble bien a une loi uniformerélissur {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

La loi d’équiprobabilité qui s’applique en probatéit si le dé est équilibré donne le tableau
suivant :

Face 1 2 3 4 5 6

Effectif théorique 100xE 100XE 100XE 100XE 100XE 1OO><l
6 6 6 6 6 6

TAB. III.3 - Résultats théoriques du jet d’'un dé taces
A ce niveau, on peut faire plusieurs remarques :

* |l n'est évidemment pas possible de faire 16,69 leochiffre 1. Il faut une valeur
entiére! Il y a donc dans la plupart des cas, uif@ence entre la fréquence théorique et
la fréquence expérimentale (méme si le dé estiparfa

» La différence entre la fréquence théorique (16e6Ta fréquence expérimentale (15 a
19) ne semble pas "significative”. Il semble aloosmal de dire que le dé est équilibré.
Toutefois, et pour étre plus rigoureux, nous allomesurer" cet écart. Cette "mesure"
(qui donnera la variable de décision) nous peraelirdire avec une certaine confiance
(95% ou 99%)) si la différence est "significative".
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Dans cet exemple, on a :
e m=1 m=2; mg=3; my=4; mg=5; Mg =6,
* y1=15; »=18; 3 =15; yy=17; ys=16; vy = 19.

Il faut alors comparer les fréquences absoluesitpées poum (nxP(X =m)) avec les

fréquences expérimentalgs

On mesure I'écart entre la distribution théoriquiadistribution expérimentale par la quantité
suivante :

[y -nP(X=m)]

Plust, est grand, plus la divergence entre la distrilbbutictorique et la distribution
expérimentale est grande. Il est donc normal ageadil, lorsquet, dépasse une quantitg

qui dépend du risque de premiere espéce.
La regle de décision convenable est donc:
On rejetteH, ssit, >c, .
Le prochain résultat va nous fournir la possibitieecalculer explicitemeny .
Théoréme 7 SoitY; la V.A. donnant le nombre d'observations égalesdans len-

échantillon. Si on suppose gig..., X, ont méme loi qu& (c'est a dire que I'hnypotheblg
est vraie), la variable de décision

L [Y -nP(x=m)]

Zl" niP( x m)

suit un loi du Khi-2 a ( - 1) degrés de liberté (d.d.l.).

Conséquence 10n a la régle de décision suivante :

On rejettd_lo SSl tn > X|2_1;1_a

ou X, estle fractile d'ordre 1« d'une loi du Khi-2 & (- 1) d.d.l., c'est-a-dire :
IP(,“Z_1 <X,2_1;1_0,) =1-a ou x/, suitune loi du Khi-2 a(- 1) d.d.l.

(Pour les valeurs dg’,., cf annexe 3).

Exemple 26 Pour le dé, on at; = 0,799 etxZes, = 11,07. COMMé&, < Xz, ON acceptélo.
On considere donc que le dé est equilibre.

Remarque 21 Si la loi théorique dépend de paramétres inconcmmife par exemple, si on
a estimé le paramétbede la loi de Poisson), la régle de décision dahgdre en compte les
eventuelles estimations. On a alors la regle desidécsuivante :

On rejetteHy ssit, > X7, 114
ou p est le nombre de parametres estimés
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2.2 Test d'indépendance de deux variables qualttaes

2.2.1 Table de contingence

Soient, dans une méme population, deux caracteadsaiifs (appelégacteurs :
* le caractérd ayantl modalités,
* le caractér€ ayantc modalités.

On préleve au hasardindividus et on note; le nombre d'observations de la cellulg ),
c'est a dire le nombre d'individus possédantamodalité dd_ et 1aj*™® modalité deC, avec
1<i<| et kxj<c.

On dispose alors d'une table de contingence dapeella chacun des individus doit se
retrouver dans une seule cellule.

'._ r-.r {._ . . .
e Lfeee | O | vee | O Lot al
L _H\H J [
Ll T | e | TG | | Te Ta
L il I'is I I'ia
L.’ Tpg | e | TG | | e Tle
Total Tel | =0 | Tuj T e n

TAB. lll.4 — Tableau de contingence

On calcule les effectifs marginaux par :

c |
X. =D % etx; =) X
j=1 i=1

De plus,on a:

2.2.2 Regle de décision

Les hypothéses du test sont :
{Ho :les deux caracteres sont indépend

H,: nonH,

On notep; la probabilité pour un individu d'appartenir &&lule (;; C;) pour
1<i<l| et I<j <c .On déduit les probabilités marginalps, ..., p. ,...,Q. pour le caractére
Letp.,...R,,R, pourle caracter€.

On sait qué etC sont independantes en probabilitépsi= p. p; pour tout (; j).
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. . - X
On admet quep, etp,; sont estimés respectivement p)%iir et—.
n n

Il faut alors estimerl + ¢ — 2) parametres cgp, etp. se déterminent par les relations
c |

2P=2n =L

j=1

i=1
5%
n

On noten, = , appelé leffectif théorique

QuandHo est vraie, on peut estimgy par n"

On mesure 'écart entre les effectifs théoriquesxperimentaux par la quantité suivante :

Théoreme 8 SoientX; etN; les V.A. dont les réalisations sont respectivermget n;.
Si on suppose que I'hypothddgest vraie, la variable de décision

| ¢ ( N )
=Yy

i=1 j=1 ij
suit un loi du Khi-2 al(- 1) € — 1) degrés de liberté (d.d.l.).
En effet, le degré de liberté de la loi limiteégala:lc— (+c-2)-1=(-1)Cc—-1)

Conséquence 20n a la régle de décision suivante :

On rejetteHy ssi t, > X{ ycapra

2.3 Test d’homogénéité d’'une V.A.

2.3.1 Table de contingence

On consideré populationd?s, ..., Py sur lesquelles on étudie une V.X. prenant modalités
m, ..., M.

Définition 24 On dit que les populations sdmmogenesi la distribution de&X est la méme
dans led populations.

On préleve au hasaml individus répartis dans I'ensemble des populatien®n notex; le
nombre d’'individus de la populatioR; possédant la modalitg avecl<i<| et 1<j <c.

On dispose alors d'une table de contingence dapgella chacun des individus doit se
retrouver dans une seule cellule :
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T, i - mj" - Ml

B R EN A
Effec ifs
marg inax

T | ..r_: U lar

TAB. 1ll.5 — Tableau de contingence

On calcule les effectifs marginaux par :

X :;Xj

Et la taille des échantillons dans chaque popuigiar :

De plus,on a:

2.3.2 Regle de décision

Les hypotheses du test sont :
{HO :lesl populations sont homoget

H,: nonH,

On notep; la probabilité pour un individu de populatiBnde posséder la modalié pour
l<i<l et kkj <c.

Les populations sont homogenes si fesie dépendent pas de la populatiénpour tout
(i; J), ce quise traduit parp; = IPX=m) pourl<i<| et I<j <c

Comme on ne connait pas la loiXgles valeursp, = IP( X= n]) sont inconnues, et on
. X
estimerap parT.
_nx, _ . .
On note n; =———=n g, appeleeffectif théorique.
n

QuandHo est vraie, on peut estimgy par &.
n

On mesure 'écart entre les effectifs théoriquesxperimentaux par la quantité suivante :
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Théoréeme 9 SoientX; etN; les V.A. dont les réalisations sont respectivermget n;.
Si on suppose que I'hypothédeg est vraie, la variable de décision

2
(Xij -N )
suit un loi du Khi-2 al(- 1) € — 1) degrés de liberté.

Conséquence 30n a la régle de décision suivante :

On rejetteHy sSi t, > X{ e apia

3 Tests de comparaison

3.1 Introduction

On considere deux V.AS; et X, indépendantes, définies sur deux populatfeynst P,
respectivement, dépendant d’'un parametre incahret &, respectivement.

On veut tester I'hypothése :
H,:6,=6, contre H, 8,76,

On dispose d’'umz-échantillon deX; et d’'unny-échantillon dex; qui fournissent
respectivement; un estimateur dé, et T, un estimateur dé, .

3.2 Comparaison des moyennes

On suppose quiE (X, ) =4, et 1E(X,) = 4,

OnveuttesteH,: = u, contre H, u,# (..

On sait queY1 (resp.X_Z) est une bonne estimation gde (resp. 44, ).

On suppose qué; ~ N(pl,of) et queX, ~ N(pz,oi) ou que n; et ny > 30.
On suppos&r et g’ connues.

_ 2 - 2 _ 2 2
On sait que X1~<N°[,u1;ﬂj , X, ~N (,uz;ﬁj et xl—x2~g\r(,ul_,u2;ﬂ+ﬁj_
n n, n n

Théoréme 10 Sion suppose que I'hypothddg est vraie, la variable de décision :

T= X - X,
%L
n n

suit une loi normale centrée réduite.
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Conséquence 4 On a la regle de décision suivante :

| %
On rejetteHy ssi u >U_q

Remarque 22 Si g; et g, sontinconnus (ce qui sera presque toujours |& casquen; et
n, sont suffisamment « grands »on les remplace danésidtat précédent par les déviations
standardss, , ets, ;.

La regle de décision devient :

On rejetteHy ssi ‘le—xz‘ > U,/
Sit, St
n n

3.2 Comparaison des variances

On suppose qu, ~ N(ul,of) et queX, ~ N(pz,oi).

On veuttesteH,:0, =0, contre H, 0,#0,.

On sait queS,fl_l (resp.sfz_l) est une bonne estimation dg@  (resp.o;).
On notesfl_1 et snzz_lleurs réalisations, et on suppose c]ﬁ_e1 > sfz_l .

2
Théoréme 11 La V.A. S’; suit une loi de Fisher ay(— 1 ,n, — 1) d.d.l.

2
l
4oy
Si on suppose que I'hypothéf*.@ est vraie, la variable de décision :

2
T= S}‘l
S,

suit une loi de Fisher &a{—1 ,n, — 1) d.d.l.

Conséquence 5 On a la régle de décision suivante :

sﬁl
On rejetteHy ssi—— > f
Sy,

-1

n-Ln,-1ka

ou f est le fractile d'ordr&—a d'une loi de Fisher ai(; v) d.d.l. c’est-a-dire

u,v,il-a

IP(F < fu;wl_a) =1-a ouF,suitune loi de Fisher & v) d.d.|

(uv)
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3.3 Comparaison des proportions

Soitp; (resp.pz2) la proportion d’individus possédant la modaMélans la populatioR; (resp.
P2). On dispose d’un;-échantillon deP; et d’unny-échantillon deP; .

SoientF; et F; les fréequences empiriques associéBs &t P, respectivement; et f, leurs
réalisations.

Onveut testeH,: p,= p, contre H, p,# p,.

Pour cela, on utilise I'approximation d'une loidnmale par une loi normale pour se ramener a
la comparaison des moyennes.

Théoréme 12 Par approximation, on a :

1- 1-
F-F, - N(pl_pz;pl( p), P pz)]_
n n,
Si on suppose que I'hypothddg est vraie, on a alops = p, = p, et la variable de décision :

F-F,

suit une loi normale centrée réduite.

Or, on ne connait pgs! On le remplace donc parf. =

Conséquence 60n a la régle de décision suivante :
|f1 B f2|

[erlaa

4 En fiabilité : Test d'homogénéité d’'un processside Poisson

On rejetteHy ssi

On a vu en cours de probabilités-fiabilité querecpssus de comptade associé a un
processus de Poisson homogéne suit une loi dedAalesparametrst. Lorsque le parametre

X n'est plus constant, on parle de processus dedPoi®n homogene et le nouveau parametre

\(t) est appeléntensité du processus

On observe le processus de Poisson sur un inted@temps [(].
On noteTy, ..., Ty les V.A. donnant les instants de défaillanced; et t, leurs réalisations.

Les hypotheses du test sont :
{Ho :le processus de Poisson est homo

H,: nonH,

Plusieurs tests sont envisageables. Nous allomsiedeux.
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4.1 Test non paramétrique

On divise l'intervalle [0t] end intervalles de méme longueur notgs..., lq.
Soit Nk la V.A. qui donne le nombre de défaillances damtervalle Iy, c'est a dire :

N =2 L5, OUN=N()
i=1
On noteng sa réalisation.
Théoréme 13 Si on suppose que I'hypothédg est vraie, la variable de décision :
dg n\’
Z =— N, ——
" n kzi( ‘ dj

suit une loi du Khi-2a d - 1) degrés de liberté.

Conséquence 70n a la regle de décision suivante :

: d 3 n\?
On rejetteHy ssi gZ(nk ——) > X s
ni= d '

oll X5, estle fractile d'ordre 1o de laloi du Khi-2 ad - 1) degrés de liberté.

4.2 Test de Laplace

Si le processus de Poisson est homogene, les telmpeErvés seront répartis de facon
relativement homogéne sur [€; alors que six n'est pas constant, les points seront plus
concentrés vers 0 ou vdrs

Théoréme 14 Sion suppose que I'hypothddg est vraie, la variable de décision :

L LZZ(TZJ

" n t
suit une loi normale centrée réduite.

Conséquence 80n a la regle de décision suivante :

5-3)

On rejetteH,  ssi \/an BT >u,

ou u_, est le fractile d'ordre (1) de la loi gaussienne centrée réduite, c'est-a-dire

IP(U <u,,)=1-a, ouU suit une loi normale centrée réduite.
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Annexe 1: Table de la loi normale centrée réduite

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0,1 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0,2 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0,3 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0,4 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0,5 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0,6 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0,7 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0,8 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0,9 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891

1 84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1,1 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1,2 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
13 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91309 91466 91621 91774
1,4 91924 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
1,5 93319 93448 93574 93699 93822 93943 94062 94179 94295 94408
1,6 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1,7 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1,8 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1,9 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670

2 97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2,1 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2,2 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2,3 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2,4 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361
2,5 99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2,6 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2,7 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2,8 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2,9 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861

3 99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99896 99900
3,1 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3,2 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3,3 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3,4 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
3,5 99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3,6 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99987 99988 99988 99989
3,7 99989 99990 99990 99990 99991 99992 99992 99992 99992 99992
3,8 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99994 99995 99995 99995
3,9 99995 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997
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Annexe 2 : Table de la loi de Student

La table donne les fractiles de la loi de Studentdegrés de
liberté,c’est-a-direla valeurt, ,_,,, ayant la probabiliter

d'étre dépassée en valeur absolue par une VIA.Buivant une
loi de Student ed.d.l. :

lP(Tv < _tu,l—a/Z) = IP(-IL > tul—a/Z) =al2
lp(_tv,l—a/Z <Tv < tlul—alz) =1-a

-t

I .
1= a f e

e v (degré de liberté)

1 0.1584 1 6.3137 12.706 31.821 63.656 127.32 636.58
2 0.1421 0.8165 2.92 4.3027 6.9645 9.925 14.089 31.6
3 0.1366 0.7649 2.3534 3.1824 4.5407 5.8408 7.4532 12.924
4 0.1338 0.7407 2.1318 2.7765 3.7469 4.6041 5.5975 8.6101
5 0.1322 0.7267 2.015 2.5706 3.3649 4.0321 4.7733 6.8685
6 0.1311 0.7176 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074 4.3168 5.9587
7 0.1303 0.7111 1.8946 2.3646 2.9979 3.4995 4.0294 5.4081
8 0.1297 0.7064 1.8595 2.306 2.8965 3.3554 3.8325 5.0414
& 0.1293 0.7027 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498 3.6896 4.7809
10 0.1289 0.6998 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 3.5814 4.5868
11 0.1286 0.6974 1.7959 2.201 2.7181 3.1058 3.4966 4.4369
12 0.1283 0.6955 1.7823 2.1788 2.681 3.0545 3.4284 4.3178
13 0.1281 0.6938 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123 3.3725 4.2209
14 0.128 0.6924 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768 3.3257 4.1403
15 0.1278 0.6912 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467 3.286 4.0728
16 0.1277 0.6901 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 3.252 4.0149
17 0.1276 0.6892 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982 3.2224 3.9651
18 0.1274 0.6884 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784 3.1966 3.9217
i) 0.1274 0.6876 1.7291 2.093 2.5395 2.8609 3.1737 3.8833
20 0.1273 0.687 1.7247 2.086 2.528 2.8453 3.1534 3.8496
21 0.1272 0.6864 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314 3.1352 3.8193
22 0.1271 0.6858 17171 2.0739 2.5083 2.8188 3.1188 3.7922
23 0.1271 0.6853 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073 3.104 3.7676
24 0.127 0.6848 1.7109 2.0639 2.4922 2.797 3.0905 3.7454
25 0.1269 0.6844 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874 3.0782 3.7251
26 0.1269 0.684 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 3.0669 3.7067
27 0.1268 0.6837 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 3.0565 3.6895
28 0.1268 0.6834 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 3.047 3.6739
29 0.1268 0.683 1.6991 2.0452 2.462 2.7564 3.038 3.6595
30 0.1267 0.6828 1.6973 2.0423 2.4573 2.75 3.0298 3.646
40 0.1265 0.6807 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045 29712 3.551
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Annexe 3 : Distribution du KHI-2

La table donne en fonction du degré de libartgu'on lit sur la premiére colonne) et du risque
d'erreur (ou seuil de tolérance) (qu'on lit sur la premiére ligne), la valemfvl_a qui possede
la probabilitéa d'étre dépassée par une V.A.R. suivant une léitdt2 an degrés de liberté :

2 \=1_
F)(ﬁ (Xn;l—a) =l-a
Exemple: Pour ddl = 5 etr = 0,05 |a table indique(eg,,= 11,07 i.e. IP £ >11,07) = 0,05.

n/@ 010 005 001 0.001
2706 3.841 6.635 10.828
4605 5991 9210 13.816
6.251 7.815 11.345 16.266
7779 9.488 13.277 18.467
9.236 11.070 15.086 20.515
10.645 12.592 16.812 22.458
12.017 14.067 18.475 24.322
13.362 15.507 20.090 26.124 oA
14.684 16.919 21666 27.877
15.987 18.307 23.209 29.588 .|
17.275 19.675 24.725 31264 0.0}
18.549 21.026 26.217 32.909 0.0z
19.812 22.362 27.688 34.528 -
21.064 23.685 29.141 36.123
22.307 24.996 30.578 37.697
23.542 26.296 32.000 39.252
24.769 27.587 33.409 40.790
25.989 28.869 34.805 42.312
27.204 30.144 36.191 43.820
28.412 31.410 37.566 45315
29.615 32.671 38.932 46.797
30.813 33.924 40.289 46.268
32.007 35.172 41.638 49.728
33.196 36.415 42.980 51.179
34.382 37.652 44314 52.620
40.26 4377 50.89 59.70
46.06 49.80 57.34 66.62
51.81 5576 63.69 73.40
57.51 61.66 69.96 80.08
63.17 6750 76.15 86.66
7440 79.08 8838 99.61
85.53 90.53 100.43 112.32
96.58 101.88 112.33 124.84
90 107.57 113.15 124.12 137.21
100 118.50 124.34 135.81 149.45

Q= 11,1 (probabilité 0,05)

O 00 N O Ul B WN -
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Pour 5 degrés de libertéy’ sera supérieur a
11,07 dans seulement 5% des cas.
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Annexe 4: Table de la loi de Fischer poar=0,05

E
- . 2
La table donne la valeuf, , , s ayant la probabilité 0,05 d'étre | j~~2
dépassee par une V.A,  suivant une loi de Fisher-Snedecor ﬁ;;/f .
R e
a (Vv,) ddl: IP(F,, >f,, o) =0,0E AN _
IL L
V1 : degrés de liberté du numérateur
V2 : degrés de liberté du dénominateur
1 2 & 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 100

1 161.45| 199.50| 215.71| 224.58| 230.16| 233.99| 236.77| 238.88| 240.54| 241.88| 245.95| 248.02| 250.10| 251.77| 253.04
2 18.51| 19.00 | 19.16| 19.25| 19.30 | 19.33| 19.35| 19.37 | 19.38| 19.40 | 19.43 | 19.45| 19.46 | 19.48 | 19.49
3 10.13| 955 | 928 | 912 | 901 | 894 | 889 | 885 | 881 | 879 | 8.70 | 8.66 | 8.62 | 858 | 855
4 7.71 | 694 | 659 | 639 | 6.26 | 6.16 | 6.09 | 6.04 | 6.00 | 596 | 586 | 580 | 575 | 570 | 5.66
5 6.61 | 579 | 541 | 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 477 | 474 | 462 | 456 | 450 | 444 | 441
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421 | 415 | 410 | 406 | 394 | 3.87 | 381 | 3.75 | 3.71
7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 3.87 | 3.79 | 3.73 | 3.68 | 3.64 | 3.51 | 3.44 | 3.38 | 3.32 | 3.27
8 532 | 446 | 407 | 384 | 369 | 358 | 350 | 344 | 339 | 335 | 3.22 | 3.15 | 3.08 | 3.02 | 2.97
9 512 | 426 | 3.86 | 3.63 | 348 | 337 | 3.29 | 3.23 | 3.18 | 3.14 | 3.01 | 294 | 286 | 280 | 2.76
10 496 | 410 | 3.71 | 348 | 333 | 3.22 | 3.14 | 3.07 | 3.02 | 298 | 2.85 | 277 | 2.70 | 2.64 | 2.59
11 484 | 398 | 359 | 336 | 3.20 | 3.09 | 3.01 | 295 | 290 | 285 | 2.72 | 265 | 257 | 251 | 2.46
12 475 | 3.89 | 349 | 326 | 3.11 | 3.00 | 291 | 2.85 | 280 | 275 | 2.62 | 254 | 247 | 240 | 2.35
13 467 | 381 | 3.41 | 3118 | 3.03 | 292 | 283 | 277 | 271 | 267 | 253 | 246 | 238 | 231 | 2.26
14 460 | 3.74 | 334 | 311 | 296 | 285 | 2.76 | 270 | 265 | 260 | 246 | 239 | 231 | 2.24 | 2.19
15 454 | 368 | 329 | 3.06 | 290 | 279 | 271 | 264 | 259 | 254 | 240 | 233 | 225 | 218 | 2.12
16 449 | 3,63 | 324 | 3.01 | 285 | 274 | 266 | 259 | 254 | 249 | 235 | 228 | 219 | 212 | 2.07
17 445 | 359 | 320 | 296 | 281 | 270 | 261 | 255 | 249 | 245 | 231 | 223 | 215 | 2.08 | 2.02
18 441 | 355 | 3.16 | 293 | 277 | 266 | 258 | 251 | 246 | 241 | 227 | 219 | 211 | 2.04 | 1.98
19 438 | 352 | 3.13 | 290 | 274 | 263 | 254 | 248 | 242 | 238 | 223 | 216 | 207 | 2.00 | 1.94
20 435 | 349 | 3.10 | 287 | 271 | 260 | 251 | 245 | 239 | 235 | 220 | 212 | 204 | 197 | 1.91
22 430 | 344 | 3.05| 282 | 266 | 255 | 246 | 240 | 234 | 230 | 215 | 207 | 198 | 191 | 1.85
24 426 | 3.40 | 3.01 | 278 | 262 | 251 | 242 | 236 | 230 | 225 | 211 | 203 | 1.94 | 1.86 | 1.80
26 423 | 337 | 298 | 274 | 259 | 247 | 239 | 232 | 227 | 222 | 207 | 199 | 190 | 182 | 1.76
28 420 | 334 | 295 | 271 | 256 | 245 | 236 | 229 | 224 | 219 | 204 | 196 | 187 | 1.79 | 1.73
30 417 | 332 | 292 | 269 | 253 | 242 | 233 | 227 | 221 | 216 | 201 | 193 | 1.84 | 1.76 | 1.70
50 403 | 3.18 | 279 | 256 | 240 | 229 | 220 | 213 | 207 | 203 | 1.87 | 1.78 | 1.69 | 1.60 | 1.52
60 400 | 315 | 276 | 253 | 237 | 225 | 217 | 210 | 2.04 | 199 | 184 | 1.75 | 165 | 156 | 1.48
70 398 | 313 | 274 | 250 | 235 | 223 | 214 | 207 | 202 | 197 | 181 | 1.72 | 1.62 | 1.53 | 145
80 396 | 311 | 272 | 249 | 233 | 221 | 213 | 206 | 200 | 195 | 1.79 | 1.70 | 1.60 | 1.51 | 1.43
90 395 | 310 | 271 | 247 | 232 | 220 | 211 | 204 | 199 | 194 | 1.78 | 1.69 | 159 | 149 | 141
100 | 394 | 3.09 | 270 | 246 | 231 | 219 | 210 | 203 | 197 | 193 | 1.77 | 1.68 | 1.57 | 148 | 1.39
200 | 3.89 | 3.04 | 265 | 242 | 226 | 214 | 206 | 198 | 1.93 | 1.88 | 1.72 | 1.62 | 152 | 141 | 1.32
300 | 387 | 3.03 | 263 | 240 | 224 | 213 | 204 | 197 | 191 | 186 | 1.70 | 1.61 | 1.50 | 1.39 | 1.30
500 | 386 | 3.01 | 262 | 239 | 223 | 212 | 203 | 196 | 190 | 1.85 | 1.69 | 159 | 148 | 1.38 | 1.28
1000 | 3.85 | 3.00 | 261 | 238 | 222 | 211 | 202 | 195 | 189 | 184 | 1.68 | 1.58 | 1.47 | 1.36 | 1.26
2000 | 3.85 | 3.00 | 261 | 238 | 222 | 210 | 201 | 194 | 188 | 1.84 | 1.67 | 1.58 | 1.46 | 1.36 | 1.25
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Annexe 5: TD n°1

Exercice 1
Dans un atelier, la production de certaines pipeeslant les 20 jours de travail d'un mois donnté ¢aé
suivante : 520; 450; 460; 485; 510; 450; 405; 4@9; 380; 398; 455; 385; 409; 390; 424; 459; 407,
410; 428.
1) Regrouper ces données en classes d'amplitude @sanencant par la classe [375; 400].

On complétera le tableau suivant aprés |'aegroduit.

Nombre de piéces produites [375; 400[

Effectif 4

2) Construire I'histogramme correspondant.

3) Calculer les parameétres de position de la séngptEte (moyenne, mode et médiane).
4) Calculer les parametres de dispersion de la sénmpléete (variance, fractiles).

5) Représenter la boite a moustaches de cette saigiqtie.

Exercice 2
On a mesuré les longueurs en millimetres d'un éitleande 100 tiges d'acier a la sortie d'une maehi
automatique. On a trouvé les résultats suivants :

Longueur (en mm) [120; 125 [125; 13Q[ [130; 135 135; 140[ [140; 145]

Effectif 10 20 38 25 7

1) Construire I'histogramme des effectifs.

2) On suppose que les tiges sont défectueuses sotgueur est strictement inférieure a 125 mm ou
supérieure ou égale a 140 mm. Quel est le pougenta pieces acceptables?

3) On suppose que, dans chaque classe, tous lesdésnat situés au centre. Calculer des valeurs
approchées a Frés de la moyenne et de I'écart type de cetiee stétistique.

Exercice 3
On a mesuré la durée de vie de 400 lampes prodidtesune usine. On a obtenu les résultats suivants
Durée de vie (en heures) Nombre de lampes
[300; 500[ 60
[500; 700[ 134
[700; 900[ 130
[900; 1100[ 70
[1100; 1300] 6

1) Déterminer le pourcentage de lampes dont la dlgéée est strictement inférieure a 700 heures.

2) Déterminer le pourcentage de lampes dont la digége est supérieure ou égale a 900 heures.

3) Représenter I'histogramme des fréquences cumtiéissantes.

4) On suppose que, dans chaque classe, les élérnantggartis de maniere uniforme. On peut alors
remplacer I'histogramme par la ligne brisée défiraiele point d'abscisse 300 et d'ordonnée 0 etucha
des sommets supérieurs droits des rectangles.

a) Tracer cette ligne brisée.

b) On se propose de déterminer le pourcentage deekadunt la durée de vie est inférieure ou égale a
560 heures. Soient R et N les points de la ligie€brde coordonnées respectives (500; 0,15) et (700
0,485). Soit M le point du segment [RN] d'abscis8@. Le pourcentage de lampes dont la durée de vie
est inférieure ou égale a 560 heures est I'ordodnémint M. Déterminer ce pourcentage.

c) Soit P le point de coordonnées (900; 0,81) digtee brisée. Soit | le point du segment [NP]
d'ordonnée 0,50. La médiane est I'abscisse du baxéterminer la valeur approchée de la médiane.
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Exercice 4

Suivant l'usage pour lequel ils sont fabriquésigolo de batiments, chaussée d'autoroutes, ...), les
bétons doivent avoir une plus ou moins grandeteggie a la compression 28 jours aprés leur
fabrication. Cette résistance au bout de 28 jaxgrimée en mégapascals (MPa), est ngige f

Une circulaire ministérielle fixe les critéres dmtormité. Lorsque I'effectiih de I'échantillon des
prélevements effectués pour contrdler la fabricagist supérieur ou €gal a 15, les conditions stegan
doivent étre remplies :

x-1,20>f, sif,> 25MP:

x-0,85> f < 25MP;

Sif <
f . +4>f

c28

cmin c28

ol X est la moyenne desrésultats mesurég] |'écart type etf., la valeur minimale desrésultats.
Pour réaliser une chaussée d'autoroute, on utifig®éton dont la résistanggsfdoit &tre de 4,5 MPa.

On effectue 49 mesures de résistance. Les rés(étatdPa) sont regroupés en classes dans le tableau
suivant :

Classe Effectif Classe Effectif
[3,0; 3,5] 1 [5,5;6,0[ 5
[3,5; 4,0 0 [6,0; 6,5] 4
[40;45] O [6,5;7,0[| 17
[4,5 ;5,0 1 [7,0;7,5] 18
[5,0;5,5] 0 [7,5;8,0] 3

1) Représenter cette série statistique par un hestoge.

2) Déterminer des valeurs approchées afi@s de la moyennk et de |'écart-typer de la série
statistique, en supposant que, dans chaque ctaasdes éléments sont situés au centre.

3) La fabrication est-elle conforme aux exigence$erégntaires? (D'aprés un document de
I'Association Technique pour le Développement deillls Soudé.)

Exercice 5
On a mesuré en millimétres les diamétres de 15@pigsinées. On a obtenu les résultats suivants :

Diametre (en mm) Effectif Diameétre (en mm) Effectif
[19,70; 19,80[ 2 [20,00 ; 20,05] 27
[19,80; 19,85] 10 [20,05 ; 20,10[ 26
[19,85; 19,90[ 14 [20,10; 20,15] 9
[19,90; 19,95] 22 [20,15; 20,20[ 3
[19,95 ; 20,00[ 32 [20,20 ; 20,30[ 5

1) Déterminer la classe médiane. En admettant quépkatition de I'effectif est uniforme a l'intériade
chaque classe, déterminer graphiquement la méd@arereprésente la médiane?

2) Déterminer la classe modale ainsi qu'une valepraghée de I'étendue, c'est-a-dire de la différence
entre la plus grande et la plus petite valeur de cgrie statistique.

Page 49 sur 63



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

Annexe 6: TD n°2

Certains de ces exercices (ou des données) semtiérl'ouvrage "Statistigues générales pour
utilisateurs, 2-Exercices et corrigé" de Francaisstn et Jérome Pageés.

Exercice 1

On s'intéresse a la relation entre les sensatitammedtume, d'acidité et de sucré. Pour cela une
dégustation de 16 cocktails de jus de fruits compade banane, mangue, orange et citron a été
organisée auprés d'experts. Ces experts ont élabidité, la saveur sucrée et I'amertume de ces 16
cocktails a l'aide d'une échelle de O (pas dudaaté / acide / amer) a 10 (extrémement sucré@gdci
amer). Pour chaque produit et chaque saveur, cnledh moyenne des notes fournies par ces experts.
Ces moyennes sont données dans le tableau 1 :

Cocktail 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 18 1 ] 16

©

4 5

Sucré | 6.21] 7.7 7.21 833 4.92 5[13 604 4.0 5.087| 7.13] 7.08 438 568 459 4.Y5
Acide | 7.08| 3.29] 438 279 771 750 658 516 5.5058| 3.54] 3.25 833 5183 833 6.87
Amer | 2.00] 154 179 168 196 213 204 200 2.091321.52| 146 229 218 246 2.17

[«][ep)

Tab.1 - Valeur d'acidité, d'amertume et de savecarég pour 16 cocktails (moyenne sur 12 experts)

1) Calculer le coefficient de corrélation entre lagesurs sucré et acide, puis entre les saveurs sucré
amer et enfin, entre les saveurs acide et amet-dPetonclure a une dépendance des saveurs ?

2) Tracer le graphique (saveur sucré, saveur adidejt-on modéliser le probléme par une régression
linéaire? Calculer alors les coefficients de latdrde régression.

3) Refaire la question 2 pour les deux autres cra:sgsn

Exercice 2

Chaque diode a un code couleur fonction de saaésms. Si on ne connait pas le code couleur, on peu
estimer la résistance par l'expérience suivantéaibmarier I'intensité de 10 mA a 100 mA et onsione

la tension par un tensiometre (données du tablpau 2

Intensité (en A) 0.01] 0.02| 0.04| 0.05| 0.075| 0.1
Tension (enV)| 5 9.5 18 23 35 48

Tab. 2 — Tension et résistance d'une diode

1) Tracer le graphique (intensité, tension). Pewralider I'hypothése d'utilisation d'une droite de
régression pour modéliser graphiquement le probme

2) Calculer le coefficient de corrélation entre irdiéd et tension.

3) Calculer les coefficients de la droite de régi@sgi= ax + b oux; représente l'intensité gt
représente la tension.

Exercice 3

On souhaite étudier le lien entre la taille d'ulie €Y) et la taille de ses parents (taille derare: X et
taille du pére: %). Pour cela, on a demandé a 140 filles de domugrtdille ainsi que celles de leurs
parents.

On se limite dans un premier temps a I'étude dthargillon de 5 filles (tableau 3).

Fille 1 2 3 4 5
Taille de lafille | 1.62 1.73| 1.66| 1.68| 1.70
Taille de la mereg 1.57| 1.61| 1.55| 1.60| 1.69
Taille du péere | 1.821.87|1.86|1.72| 1.88

Tab. 3 — Extrait du tableau des données des tdéledilles en fonction de la taille des parents
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1) Tracer le graphique (taille mere, taille fille).

2) Calculer les coefficients de corrélation entréganére et taille fille, puis entre taille peretaitle
fille.

3) Le jeu de données complet est en fait obtenuta dam échantillon de 140 individus.

Les corrélations entre les trois tailles sont desrdans le tableau 4. Interpréter ces résultats.

Fille Pere Mereg
Fille 1
Pere | 0.43793 1
Meére | 0.47422| 0.46748| 1

Tab. 4 — Matrice des corrélations entre la taildalfille, de sa mere et de son pére.

Exercice 4
Nous avons observé 10 étudiants dans 3 matiérfésatlifes. Le tableau suivant représente ces données

Algebre | Analyse| Mécanique
10.6 14.5 10.1
11.2 14.8 13.9
7.3 12.8 10.4
12 16.5 11.4
10.1 9.2 10.1
10.2 13.5 5.6
8.3 9.2 14.1
12.9 15.1 13.8
12.2 10.2 13.1
3.8 4.1 4.9

Tab. 5 — Notes de 10 étudiants

1) Tracer le graphique (analyse, algebre).

2) Donner le tableau des coefficients de corrélationcroisant les 3 caractéres statistiques).

3) Le tableau suivant correspond aux coefficientsateélation sur la population entiére (soit 200
étudiants)

Algebre| Analyse| Mécanique
Algébre 1
Analyse 0.83 1
Mécanique| 0.39 0.37 1

Tab. 6 — Matrice des corrélations entre AnalysggBte et Mécanique.

Interpréter ce tableau.
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Annexe 7: TD n°3

Exercice 1
Pour estimer la proportignde piéces défectueuses a la sortie d'une chaimedaction, on préleve un
échantillon dey, piéces. A la$" piéce tirée, on associe la v.a.

_ | 1 silapiece est defectueu
0 sinon

- 1 . .
1) Montrer que la statistique,, :—Z X, est un estimateur sans biais et convergept de
i=1

2) On tire un deuxieme échantillon de pieces, indépendamment du premier. On nbgeet F, les
estimateurs dp définis comme précédemment pour les échantillogs2lrespectivement.

a) F :%(Frh + Fnz) est-il un estimateur sans biais g& Quelle est sa variance ?

b) On poseF,, =aF, + bF, Donner une condition saretb pour queF .y soit un estimateur sans
biais de p et avec une variance minimale.

Exercice 2
On considéreT la variable aléatoire : "durée d'attente a urnrfeige”. La durée du feu rouge est

égale ad, paramétre inconnu strictement positif.

On observe un échantilldp t, ... ,t, de taille n, ou t; désigne la durée d'attente observée poﬁ?‘?e i
individu. On fait I'hypothése que les variablesatd&es Ty, T,, ..., T, sont indépendantes et de méme
loi uniforme sur [0;8], notée U[0; 4].

. U . - -
1) Soit la statistiqud = n;Ti . Calculer IE(T) et Var(T).

Montrer que la statistiquél =2T est un estimateur sans biais et convergertl de
2) Soit la statistiquey, =supT,.

a) En utilisant I'équivalence des événemeMs< y) et(0i=1..n T <y), calculer la fonction de
répartition deY,. En déduire sa densité puis calculer Ig (@&t Var(Y,).

..o~ N+ : .-
b) Montrer que la statistiqué, :n—lYn est un estimateur sans biais et convergerfl.de
n

3) Comparer les variances \(@{) et Var(@) . Lequel des deux estimate@s et 672 choisiriez-vous
pour estimerd ?
Application: pour n= 10, on aftg, ...,t;0) = (28; 33 ;42 ;15 ;20 ;27 ;18 ;40 ;16 ;25).

Quelle est I'estimation de la durée du feu rouge ?

Exercice 3
On considére un-échantillonXy, ..., X, de loi gaussiennE(y; az).

On note i:%(xl+...+ X,) etY=X1x X.

1) Montrer queY n’est pas un estimateur sans biaistde- 1) .
2) Comment modifiery pour qu'il devienne sans biais ?

Indication: pensez a un estimateur de la variance...
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Exercice 4
Soit X une v.a. de IQN’(H; 9(1—9)) ol 0<@<1. A partir d'un échantilloiX,, ..., X, indépendants et

identiguement distribués de cette loi, on constesitestimateurs :

n

T, :%Zl: X etS :%g( X )’

1) Etudier leurs propriétés de biais et de convergenc
Indication: on admet que V@XZ) = 26?2(1— 6’2) .

2) L'un de ces estimateurs peut-il étre considérédmamnoujours meilleur que l'autre ?

Exercice 5

On considére un-échantillonXy, ..., X, de loi exponentielle de parameftre
On définit un nouvel échantillovi, ..., Y, tel que :

Yi=1siX>1, Y,=0 siX<1.

Montrer que Y =1(\g +...+Y) est un estimateur sans biais et convergere tie
n

Exercice 6
On souhaite étudier le systeme de traitement r&am cela, on a observé le systéme durant présque

ans. On suppose que le temps de réparation egjerigle par rapport au temps de bon fonctionnement.

1) En supposant que le temps de bon fonctionneménirsprocessus de Poisson homogéne et sachant
gue nous avons observé 10 défaillances durant aes, donner une estimation du paramétren
pannes/mois, de ce processus.

2) Le tableau suivant détaille les temps de fonceoment du processus.

Défaillance| 1| 2 | 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 10
Temps 5/13[30|36|52|53|62|64| 79|82

Tab. 1 - Temps de défaillance observé en mois.

Calculer une estimation depar la méthode du plan d'essai de type II.

3) Calculer alors la probabilité d'avoir deux détaites sur un an (on prendra péuta valeur estimée
dans la question précédente).

4) Calculer la probabilité d'avoir une défaillance daux ans.
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Annexe 8: TD n°4

Exercice 1
Nous avons observé 11 ILS jusqu'a ce que chacumaitiéfaillance. Le tableau suivant donne les
temps, en jour, de premiére défaillance pour chigBe

ILS 1 12| 3 4| 5 6| 7 8 9 10 11
Temps| 130| 20| 348 | 100| 14| 212| 64| 50| 135]| 224 | 67

Tab. 1 — Temps de premiére défaillance observeé gemiiLS de catégorie .

1) Déterminer une estimation de R(t).

2) En supposant que le temps de bon fonctionneménirsiloi exponentielle de paramétre

A =0,007 panne/jour, déterminer a quel instgriatfiabilité est égale a 80%.

3) Calculer la probabilité qu'un ILS n'ait aucuneadé&tnce sur une période d'un an.

4) Peut-on justifier graphiquement I'utilisation ddupni exponentielle pour modéliser le temps de bo
fonctionnement des éléments étudiés ? Si oui,@onne estimation du MTTF et du paramétre

Exercice 2
Nous avons observé les durées de vie de compadanteoniques, intervenant dans la fabrication des
serveurs STPV. Le tableau suivant donne ces ddete®, en mois.

Composant| 1| 2| B84|5 (67|89 |10
Durée devig 21|65|7|4|35/6|1|8|16|12

Tab. 2 — Durée de vie des composants électroniques

1) Déterminer une estimation de R(t).

2) Peut-on justifier graphiquement l'utilisation déuoni exponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?

Si oui, donnez une estimation du MTTF et du pareenét

. : A 1 1 o e
3) Justifier que I'on peut estimérpar A tel quej =—Zti et en déduire la probabilité qu'un
ni=
composant ait une durée de vie supérieure a 108. moi

Exercice 3
Des moteurs CFM56, qui équipent les A320, ontesées en salle. Nous avons observé leur temps de
premiere défaillance, et ce jusqu'a la période dlumaximum.

Moteurs 1 2 3 4 5 6] 7 8 9 10 1] 12 1B 14 (15

Temps (en jours) 149 360 3651 36571 40 66 15 365*260| 150*| 150*| 166/ 275y 4871 113

Tab. 3 - Temps de premiere défaillance des motebk56. Les temps suivis d'une astérisque
correspondent a des moteurs ayant subi une autezibale tests incompatibles avec notre test de
fiabilité. Ces moteurs doivent étre considérés cerdas éléments suspendus. Les temps suivis de deux
astérisques correspondent a des moteurs n'ayanicene défaillance.

1) Donner une estimation de R(t) en utilisant la mééhde Kaplan-Meier.

2) Peut-on justifier graphiquement l'utilisation duoni exponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?
Si oui, donnez une estimation du MTTF et du pareenét
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Exercice 4
Pour la construction des amortisseurs d'avionshenche a tester la fiabilité des pistons. On a
comptabilisé les défaillances sur 6 amortisseugisspendant une période de 5 ans.

Numeéro d'amortisseur 1 2 3 4 5 6
Temps (en heure de val)3300| 1670| 2250| 7720 | 3050* | 5600

Tab. 4 - Temps de premiére défaillance des ameuissLe temps suivi d'une astérisque correspond a
un avion crashé, dont I'accident est indépendantgiobleme d'amortisseur.

1) Donner une estimation de R(t) en utilisant la radéhde Johnson.

2) Peut-on justifier graphiqguement l'utilisation dduni exponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?
Si oui, donnez une estimation du MTTF et du pareenét

Exercice 5

Une analyse de la fiabilité des moteurs et desdrdlatterrissage des Airbus A319 a été effectuée e
salle sur une période de 13000 heures de vol. ébledux suivants représentent les instants de
premieres défaillances d'un moteur, pour le prentedsleau, et les instants de premieres défailance
d'un train d'atterrissage, pour le second tableau.

(a) Moteur CFM56. Le temps suivi d'un astérisque cgoad a un moteur n'ayant subi aucune
défaillance. Le temps suivi de deux astérisquesespond a un moteur retiré de l'analyse (et
doit donc étre considéré comme un élément suspendu)

Numéro de moteuf 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Heures de vol | 30356691 | 3776** | 13000* | 354 | 10101| 1111| 7296 | 11439| 754

(b) Train d'atterrissage

Numéro du train 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Heures de vol | 48514191 | 3514| 3964 | 1787 | 1114 | 53 | 1460| 3087 | 695

Tab. 1 - Temps de premiéres défaillances, exprendseures de vol.

1) Calculer une estimation de la fiabilité d'un meten utilisant la méthode de Kaplan-Meier.

2) Calculer une estimation de la fiabilité d'un trdiatterrissage.

3) Peut-on justifier graphiqguement l'utilisation dduni exponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?

Si oui, donnez une estimation du MTTF et du paregnét

Exercice 6
Dans cette partie, nous nous intéressons a urgkgnént du systeme de navigation de bord. Le tablea
suivant représente les instants de premiéres ldéfegls de ces éléments, observés sur 6 avions.

Numéro de l'avion 12 3|14 |5]| 6
Temps de défaillance5 | 10* | 40 | 25| 39 | 38*

Tab. 2 - Temps de premiéres défaillances, expranésois. Les astérisques représentent des éléments
suspendus.
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1) Donner une estimation de la fiabilité R(t), enis#iht la méthode de Johnson.

2) Peut-on justifier graphiguement l'utilisation d'uaieexponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?

Si oui, donnez une estimation du MTTF et du pareenét

Exercice 7
On a étudié le systéme de surveillance radar (86plus particulierement les transpondeurs. Lestabl
suivant donne l'instant de premiére défaillanceldsieurs transpondeurs.

Numeéro du transpondeur 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Instant de défaillance| 563908 | 130| 477 | 198 | 133* | 417 | 153 | 269

Tab. 3 - Instants de premieres défaillances despandeurs, exprimés en heures. La valeur suiwie d
astérisque correspond a un crash dont la respditésatast pas liée au transpondeur.

1) Calculer une estimation de la fiabilité d'un trgovedeur en utilisant la méthode de Kaplan-Meier.

2) Peut-on justifier graphiqguement I'utilisation dduni exponentielle pour modéliser le temps de bon
fonctionnement des éléments étudiés ?

Si oui, donnez une estimation du MTTF et du pareenét
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Annexe 9: TD n°5

Exercice 1

Soit un échantillon de taille 25. La variable abé&@ est une mesure de température qui suit une loi
gaussienne. La moyenne de I'échantillon est de@B8fécart-type de I'échantillon est de 6.0°C.

1) Quel est l'intervalle de confiance de la moyenméadhopulation au coefficient de sécurité de 95%?
2) Quel est l'intervalle de confiance de la moyemaéadoopulation au coefficient de sécurité de 60%7?

Exercice 2

Choisissez au hasard 5 nombres différents entte96 épar exemple, a l'aide de la fonction aléatoir
d'une calculatrice). Rechercher alors la superfiei cinq départements frangais correspondant

a ces numéros dans le tableau ci-dessous. La @gase les numéros 2A et 2B, si le nombre choisi est
égal a 20 on prendra la superficie du départem@nte si le nombre choisi est 96, on prendra la
superficie du département 2B.

1) Si on suppose que les superficies des départesment une loi Normale (on fait le calcul avec
cette hypothése que I'on sait fausse), constripastir de votre échantillon, l'intervalle de dante a

90% pour la surface moyenne des départements fsanca

2) Déterminer l'intervalle de confiance a 90% pouwsudace de la France métropolitaine.

3) En fait, la surface totale de la France métropiolét est de 543965 Krtsans les DOM-TOM). Cette

aire appartient-elle & votre intervalle de confeafic

Dép. | Superf. Dép. | Superf. Dép. | Superf. Dép. | Superf.
1 5762 25 5234 49 7166 73 6028
2 7369 26 6530 50 5938 74 4388
3 7340 27 6040 51 8162 75 10%
4 6925 28 5880 5p 6211 76 6278
5 5549 29 6733 53 5175 77 5915
6 4299 30 5853 54 5241 78 2284
7 5529 31 6309 56 6216 79 5999
8 5229 32 6257 56 6823 80 6170
9 4890 33 10000 5¢ 6216 81 5758
10 6004 34 6101 58 6817 82 3718
11 6139 35 6775 59 5743 83 59783
12 8735 36 6791 60 5860 84 3567
13 5087 37 6127 61 6103 85 6720
14 5548 38 7431 62 6671 86 699D
15 5726 39 4999 63 7970 87 5520
16 5956 40 9243 64 7645 88 5874
17 6864 41 6343 6b 4464 89 742\
18 7235 42 4781 66 4116 90 609
19 5857 43 4977 67 4755 91 1804
20 4014 44 6815 68 3525 92 176
21 8763 45 6775 69 3249 93 236
22 6878 46 5217 70 5360 94 24"
23 5565 47 5361 71 8575 95 1246
24 9060 48 5167 72 6206 96 4666
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Exercice 3
Un échantillon de 30 cigarettes d'une méme marqienaé les teneurs en goudron, exprimées en mg,
suivantes :

Teneurs en goudron11,7| 11,8| 12,3| 12,4| 12,5/ 12,7{12,8{12,9| 13,1| 13,4| 13,5| 14,5

effectifs 1 2 1 2 3 2 6 5 1 4 1 2

La norme en vigueur recommande une teneur en goufi€rieure ou égale a 13mg par cigarette.
1) Donner une estimation ponctuelle de la proportiertigarettes de cette marque qui respectent la
norme de la teneur en goudron.
2) Donner une estimation ponctuelle de la teneurceriigpn moyenne des cigarettes de cette marque,
puis de I'écart type.
3) a) Donner un intervalle de confiance a 95% de la teeawoudron en mg d’'une cigarette de cette
marque.

b) Peut-on en déduire, avec cette confiance, quertaeen vigueur est respectée ?

Exercice 4
Un fabricant de piles électriques affirme que leééwde vie moyenne du matériel qu'il produit est de
170 heures. Un organisme de défense des consommptéléve au hasard un échantillomde100

piles et observe une durée de vie moyenne de 1t8avec un écart-type empirigde=30 heures.

1) Déterminer un intervalle de confiance a 99% pauturée de vie moyenna.
2) Peut-on accuser ce fabricant de publicité mengerigjé

Exercice 5
Un sondage sur la popularité d'un €lu indique di% Bes personnes interrogées sont favorables a sa
politique.

1) Construire un estimateyp, , puis un intervalle de confiance a 95% de la priodpo p d'électeurs qui

lui sont favorables, sachant que ce sondage &&lié& auprés de= 100 personnes.

2) Méme question sh = 1000.

3) Quelle doit étre la valeur minimale dgour que la longueur de cet intervalle soit au plgasle a
4%? Conclure sur le peu de confiance que l'onadmibrder aux estimations des intentions de vote
données dans la presse pour certaines électiansanées.

Exercice 6
Un sondage effectué avant les présidentielles d208F aupres de 957 personnes prédisait le résulta
suivant pour le second tour des élections :

- S.Royal : 48%

- N. Sarkozy : 52%
1) A partir des données de ce sondage, construirgenvalle de confiance a 90%, puis & 80% du
pourcentage de votes pour les deux candidats dundeqour.
2) A la lecture de ces résultats, I'issue du scruthit-d incertain (au risque de 10%) ?
3) Le 6 mai 2007, le résultat officiel du vote était

- S.Royal : 46,94%

- N. Sarkozy : 53,06%
Commenter le résultat du sondage.
4) En supposant que quel que soit le nombre de peesanterrogées, les pourcentages de votes aient
été les mémes (48% - 52%), combien de personnag-adiallu interroger au minimum pour étre sdr a
95% de la victoire de N. Sarkozy ?

Page 58 sur 63



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de Stat

Exercice 7
L'article suivant est extrait du journ&l 9Mens. du3 mars 1983

« Bourse de New-York, nouveau record.

La reprise frappe a la porte. Wall Street en esimemant convaincu, aprés la publication faite per
Département du Commerce des principaux indicatéaosiomiques pour janvier.

Dans ces statistiques, il ressort que I'indice dakeurs industrielles a monté de 3,6%.

Cette hausse mensuelle est la plus forte enregisieguis 1950. Elle est surtout supérieure aux
prévisions les plus optimistes que les boursieaseai pu faire.

Beaucoup sont maintenant persuadés autour du Bigdbgue le marché est entré dans une nouvelle
phase d’ascension. La clientéle particuliere a, psaupart, fait un retour trés marqué que certains
jugent significatif.

Sur les 1970 valeurs traitées le 2 mars, 1168 anitén 469 ont baissé et 333 n'ont pas varié.
Voici une sélection des cours du jour :

Valeurs Cours du®1mars Cours du 2 mars
Alcoa 34 3/4 35 1/8
ATT 67 1/2 66 7/8
Boeing 37 36 7/8
Chase Manhattan Bank 47 1/4 48 7/8
Du Pont de Nemours 40 5/8 41
Eastman Kodak 89 1/4 89
Exxon 30 30 7/8
Ford 40 1/2 41 3/8
General Electric 111 108
General Foods 39 3/8 39 1/2
General Motors 63 1/2 63
Goodyear 31 3/4 31 5/8
IBM 101 3/4 102 1/8
ITT 33 3/8 33 3/4
Mobil Oil 27 1/4 28 1/2
Pfizer 72 3/4 74 1/4
Schlumberger 40 1/2 41 7/8
Texaco 32 1/8 33
U.A.L. Inc. 34 34 3/8
Union Carbide 61 1/2 61 1/4
U.S. Steel 22 3/4 22 7/8
Westinghouse 48 5/8 49 1/4
Xerox Corp 38 5/8 39 5/8

1) D’apreés la sélection des valeurs dont les courgtinpubliés, donner un intervalle de confiance a
95% pour la proportion de valeurs ayant strictemneonité lors de la séance du 2 mars. Que penser du
résultat ?

2) D'apres les mémes données, quel est l'intervadleahfiance a 95% pour la proportion de valeurs
ayant vu leur cours inchangé ? Que penser de gkaté?
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Annexe 10: TD n°6

Exercice 1
On lance 4000 fois une piéce de monnaie. On ohti@rd fois « face ». La piéce est-elle truquée ?

Exercice 2
On étudie la circulation en un point fixe d'unecaatte en comptant, pendant deux heures, le nodebre
voitures passant par minute devant un observdteuableau suivant résume les données obtenues :

Nombres de voituresO |12 |3 |4 | 5| 6/7|8|9]|10]| 11
Fréquence observée | |24[25[22/18|6|5|3|2|1 |1

Tester I'adéquation a une loi de Poisson poursquea = 0,10.
Rappel: Le parametre d'une loi de Poisson peut étre éstiar la moyenne empirique d’'un échantillon.

Exercice 3

A la sortie d'une chaine de fabrication, on prétewes les trente minutes un lot de 20 piéces
mécaniques et on contrdle le nombre de piecestdéieses du lot. Sur 200 échantillons indépendants,
on a obtenu les résultats suivants :

Nombres de défectueux0 |1 | 2 | 3| 4| 567
Nombres de lots 2652 56[40(20|2|0| 4

Tester l'adéquation de la loi empirique du nomlar@iéces défectueuses par lot de 20 pieces aiune lo
théorique simple, par exemple la loi binomiale, paurisquea =0, 05.

Exercice 4

Un examen est ouvert a des étudiants de formadifiésentes : économie, informatique et
mathématiques. Le responsable de I'examen désé sala formation initiale d'un étudiant inflser
sa réussite. A cette fin, il construit le tableadeassous a partir des résultats obtenus par s 28
candidats :

Economie| Informatique| Mathématiques
Réussite 33 51 70
Echec 29 44 59

Quelle est sa conclusion?

Exercice 5

On veut évaluer les liens entre le sexe et led@ifiumer et le lien entre le fait de fumer et ke davoir
des parents fumeurs. Pour cela, on a recueillddesées auprés de 123 étudiants (voir le tableau
suivant).

Péere fumeur et Pére fumeur et | Pére non fumeur gt Pére non fumeur gt
Homme | Femme| mére fumeur | mére non fumeu meére fumeur meére non fumeur
Fumeur 24 41 13 16 7 29
NonFumeur| 93 35 5 24 6 23

1) Le fait de fumer est-il indépendant du sexe?
2) Le comportement d'un individu vis-a-vis de la cggte dépend-il du comportement de ses parents?
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Exercice 6
On a effectué une étude, en milieu urbain et eremilural, sur le rythme cardiaque humain :
Milieu urbain Milieu rural
Effectif de I'échantillon 300 240
Moyenne de I'échantillon 80 77
Variance de I'échantillon 150 120

Peut-on affirmer qu'il existe une différence sigrative entre les rythmes cardiaques moyens des deu
populations ?

Exercice 7
On veut tester 'impact des travaux dirigés dangissite a 'examen de statistique.
Nombre d’étudiants Nombre d’étudiants
du groupe ayant réussi a I'examen
Groupe 1 (20 h de TD) 180 126
Groupe 2 (30h de TD 150 129

Que peut-on en conclure ?

Exercice 8

Un biologiste effectue des dosages par une méttledresure de radioactivité et ne dispdeac que
d’un nombre trés limité de valeurs.

Les concentrations @t G mesurées sur deux préléevements ont donné les saeivantes :

C:39-38-41-36,39-28-31-3,7-4,1

En admettant que la concentration est distribuégmalement, les variances des deux séries peuvent-
elles étre estimeés similaires ?

Exercice 9

Deux parcelles identigues de vignes atteintes ddlgxera ont été traitées avec des traitements
différents : 'une avec des traitements « bio aif@ment 1), I'autre avec des pesticides (traiter@gn

Les résultats sont consignés dans le tableau guivan

Eradication Amélioration Pas d'effet
Traitement 1 213 196 167
Traitement 2 304 227 156

Peut-on affirmer que les traitements ont le mérfet &f

Exercice 10
Aprés avoir observé la durée de vie des ILS, obtarmu le tableau suivant donnant les instants (en
mois) de défaillance.

| Instants de défaillance5 | 7 | 12| 24| 25] 36| 41| 62| 65| 75|

1) Faire un test non paramétrique en regroupantdtslidnces par dizaines de mois pour savoir si le
processus de Poisson suivi par les instants ddldééas est homogéne.
2) Faire de méme avec un test de Laplace.
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Annexe 11: TD n°7

Exercice 1
Nous observons deux caracteres statistiques sméuare individu (une moule). Il s'agit du poids ket
du poids utile. Le tableau suivant représente Hedations de ces deux caracteres.

Poids brut | 3.75 7.0% 583 958 131 8p58 716 4.832| 6.90
Poids utile 151 260 138 349 036 3p7 298 17312 | 3.08

1) Calculer les parametres de position (moyenne, méjlides deux séries.

2) Calculer les paramétres de dispersion (varianeet-§gpe, écart inter-quartile) des deux séries.

3) Calculer le coefficient de corrélation entre leaxdeéries. Peut-on dire qu'il y a une dépendantte en
les deux caractéres statistiqgues? Si oui, donégudition de la droite de régression.

Exercice 2

Dans un concours, les candidats passent deux &sdevnathématiques, I'une en probabilités, I'autre
en statistiques.

On note X la note obtenue a I'épreuve de probabkiliet Y celle obtenue a I'épreuve de statistiques.
résultats obtenus pour 104 candidats sont donméslel@ableau ci-dessous :

» \ [0;4] [4; 8 [8; 12[ [12; 16] [16 ; 20] Total
[0;4] 1 1 0 0 0 2
[4:8 1 3 5 11 0 20
[8; 12[ 2 10 10 28 0 50

[12; 16] 0 1 3 9 11 24
[16 ; 20[ 0 0 2 4 2 8
Total 4 15 20 52 13 104

1) Calculer la moyenne et I'écart type de X et de Y.

2) Calculer la fréquence conditionnelle de=X12 ; 16[ sachant que<r[4 ; 8.
3) Calculer la covariance de X et Y, et le coefficidatcorrélation.

Exercice 3
Nous nous intéressons a un élément du systéemavifgation de bord. Le tableau suivant représente
les instants de premiéres défaillances de ceseé@ldobservés sur 10 avions.

Numéro de l'avion 1 2 3 4 5 6 1 8 D 10
Temps de défaillance 6 8* 35 65 30 80*| 52| 88 20 36*

Temps de premiéres défaillances, exprimés en inessastérisques représentent des éléments suspendus

1) Donner une estimation de la fiabili&t), en utilisant la méthode de Kaplan-Meier.
2) Peut-on justifier d'une loi exponentielle pour mhskr le temps de bon fonctionnement des éléments
étudiés ? Si oui, donner une estimation du MTTé&ugbaramétred .

Exercice 4
2

2 -
SoitX une V.A.R. de densité :f, (X) = 7 e %1, (X, dont on cherche a estimer le paramétre

1) A l'aide d’'une I.P.P., montrer que la moyenne eigpie est un estimateur biaisé e
2) Proposer un estimateur sans biaistjdonction deX . Ce nouvel estimateur est-il convergent ?
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Exercice 5

Un biologiste étudie un type d’algue qui attagquediantes marines. La toxine contenue dans cejte al
est obtenue sous forme de solution organique. sumgela quantité de toxine par gramme de solulion.
a obtenu les mesures suivantes, exprimées ennaitiges :

Quantité 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 11 12 31,14 |15

Fréquence| 1 4 6 5 9 8 12 10 7 5 1

1) Calculer la moyenne et I'écart type de I'échamtilfwoposé.
2) On suppose gue la quantité de toxine par gramnseldéon suit une loi normalﬁ(y; az).

Déterminer un intervalle de confiance a 95% pasgérance:de la quantité de toxine par gramme de
solution.

Exercice 6

La presse affirme que parmi les Frangais regaildaatévision plus de 4 heures par jour, on a lenemé
proportion de personnes dans chaque tranche dBagein échantillon de 35 personnes, on a obsesveé le
données suivantes :

Age Moins de 20 ans De 20 4 40 ans De 40 4 60 ans lus dP 60 ans

Effectif 9 8 5 13

1) Cette étude confirme-t-elle I'opinion de la preaseseuil de 5% ?
2) Que penser de I'opinion selon laguelle la moitié Beancais regardant la télévision plus de 4 heures
par jour a plus de 60 ans, au seuil 5% ?

Exercice 7
Une étude américaine effectuée sur 106 patientsiaédlieu au tableau suivant :

A un cancer du poumonN’'a pas de cancer du poumon
Est fumeur 60 32
N’est pas fumeur 3 11

Peut-on considérer au risque de 5% qu'’il existéamentre le fait de fumer et avoir un cancer du
poumon ?

Exercice 8
Deux villages de vacances proposent des activigéatiues a leurs clients. Les effectifs de I'étgts
donnés ci-dessous :

Planche a voile catamarar) Plongée sous marine
Village 1 124 61 57
Village 2 91 55 12

Peut-on estimer que ces deux villages ont destsliesemblables » ?
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