Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Initiation aux Probabilites
Application en Fiabilité

Chapitre |

Calcul d'une probabilité

1 Introduction

L'histoire des probabilités commence avec Pas@é&t, Leibnitz : «J'ai dit plus d'une fois
gu'il faudrait une nouvelle espéce de logique, tepiterait des degrés de probabilité» (dans
«Les nouveaux essais de I'entendement humain»). Il&Rltravaux sont poursuivis par

De Moivre et Bernoulli : «La probabilité est enetflun degré de la certitude et en differe
comme la partie differe du tout» (dans "Ars Corgadi", 1713). En 1812, dans son «Essai
philosophique sur les probabilités», Laplace pesepremieres pierres de la théorie: «Premier
principe : la probabilité est le rapport du nombdes cas favorables a celui de tous les cas
possibles. Deuxiéme principe : mais cela suppasdilers cas également possibles. S'ils ne le
sont pas, on déterminera d'abord leurs possibil@ggectives dont la juste appréciation est un
des points les plus délicats de la théorie desrtimsAlors la probabilité sera la somme des
possibilités de chaque cas favorable.»

Supposons :
e qu'on lance un dé (non truqué),
e Qu'on extraie une boule d'une urne dans laguetiéoeles sont indiscernables,
e qu'on examine la marque d'une voiture au hasardpgage,
e qu'on lance une roue de loterie et que I'on glet@méro sortant,
* gu'on attende un enfant sans savoir si c'est wogaru une fille ...

Toutes ces expériences sont dites aléatoires {rudlea : le dé, puis le jeu de dés -rappelez-

vous la célebre formule «alea jacta est»-) car tégultat ne peut étre prévu : il dépend du
hasard (mot venant de I'arabe et signifiant : puaék).

2 Comparaison ensemble - probabilité

Le vocabulaire des probabilités différe de celis desembles. Le tableau I.1, page suivante,
nous montre les différences de vocabulaire.
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Théorie des ensembles | Théorie des probabilités
(2
ensemble des résultats possibles | Hnivers
ic 2
sons-crsemble, partie | Evénernent
CardA =
singleton | fvenement clément aire
A=10
ensemble vide | évenement impossible
A=10Q
| fvinement certain
AnNEB
Ainter B | Act B
AUB
A union B | Aou B
AcE
A inclus dans B | A impligue B
AnB=40
A et B disjoints | A et B incompatibles
1= A"
complémentaire de A | contraire de A

TAB. I.1 - Ensemble vs Probabilités

Exemple 1 Soit Q ={1; 2; 3;4,; 5;6},A={2; 4;6}etB={1; 2;3}.Ona:
« ANB={2}:c'est un événement élémentaire,
« AUB=({1; 2; 3; 4, 6},
« A°={1;3;5}.

3 Probabilités

Le calcul des probabilités nous améne a travabefois sur une suite dénombrable
d'événements. C'est la raison pour laquelle laniiéfn d'une probabilité fait intervenir une
suite dénombrable.

Définition 1 Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire.gpelkeprobabilité sur Q
toute application IP Q - [0;1] telle que :

1. IP(Q)=1,

2. Pour toute suiteA,) d'événements deux a deux incompatiblefden a :

Nz

Page 2 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Proposition 1 On en déduit que #i etB sont incompatibles alors :

IP(AUB)=IP( A+ IP( B)
Remarque 1 La proposition reste vraie pour une suite finizz@ements incompatibles.

Conséquence 10n en déduit que :
1. IP(A% =1 - IP(A) donc IP() =0,
2. AO B = IP(A)<IP(B),
3. IP(AUB) = IPA) + IPB) - IP(AN B).

Remarque 2 On appellesysteme complet d'événemants suite[ A} . d'événements telle

i=1,...

que :
- izj=ANA =0,
. UA(:Q
k=1

Exemple 2 Soit Q ={d, @,,....c,} un univers de dimension fini. Posops=IP(«).On a
alors :
- Oi0[Ln], p 20,

4 Probabilité uniforme ou équiprobabilité dans ununivers fini

Exemple 3 On jette un dé équilibré : chacune des 6 facesrélae probabilité d'apparaitre,

soit E

Définition 2 Soit Q un univers fini (cf. exemple 2). On nofe = IP(cq). Onditquily a
équiprobabilitési :
Oig[Ln], G O[1n].p=p .
On obtient alors quéli D[[l;n]], R :1. On dit alors qu'on est en présence djnobabilité
n

uniformesur Q.

Propriété 1 SoientQ un univers fini et une probabilité uniforme d@r. Soit A un événement
de Q. La probabilité de A vaut :
IP(A) _ card(A _ nombre de cas favorabl

card(Q) " nombre de cas possible
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ATTENTION : cette formule n'est valable que dans [I'hypothéggugrobabilité qu'il
convient de vérifier soigneusement. De plus, lewatlans le cas d'équiprobabilité nécessite
souvent d'avoir recours aux dénombrements.

Exemple 4 On jette deux dés et on cherche la probabilitéédenemeniA «la somme des
points obtenus vaut 6 ». On peut étre tenté deitlyea 11 sommes possibles, qui sont 2, 3, ...,
12 donc la probabilité que la somme vaille 6 e$L1ET NON!! car ces événements ne sont
pas équiprobables.

L'univers correspondant a I'expérience @st {(a; b) ou &l[1;6], b0[1;6]}. On peut donc
voir que cardf) ) = 6x6=36.

Chacun des couples (a; b) ayant la méme changead&pre, nous avons affaire a
I'équiprobabilité.

L'événemenA est la réunion des événements élémentaires ),(2;3), (3; 3), (4; 2), (5; 1).

_card(A _ 5
On adondP(A)—m—g—B.

Remarque 3 On fait souvent des calculs de probabilités en idénant une population dans
laquelle on préleve un individu «au hasard» et sanmgne s'il possede ou non telle
caractéristique. Dans ce cas, la probabilité cénéalest la probabilité uniforme et la formule
ci-dessus s'applique.

5 Conditionnement et indépendance
5.1 Probabilité conditionnelle

Exemple 5 Un paquet de 8 cartes est composé de 4 a#;(As ¥; As ¢ et As#) et de 4 rois
(Roi #; Roi ¥; Roi ¢ et Roi#). On tire deux cartes au hasard (sans remisegufoak la
probabilité que ces deux cartes soient des asiveigassocié a cette expérience aléatoire est
Q ={(a; b)ou aetb [0 {As #; As®; As ¢; As; Roi#; Roi ¥; Roi ¢; Roi #}}.

On peut donc lister I'ensemble des duos possibles :

Asth-AsT | AsCEASS  AsG-Asde | Asd-Roid | Roid-Roi® | Roi%-Roid | Roi¢-Roide
Asl-AsO | AsU-Asd | AsO-Roid | Asde-Roi¥V | Roi#-Roid> | Roi%-Roide

Asth-Asé | AsT-Roid | As$O-RoiV | Asd-Roidy | Roid-Roide

Asé-Roi# | AsTD-Roi¥ | AsO-Roid> | Asde-Roide

As#-Roi%V | AsU-Roidy | As¢-Roide

As#-Roi¢ | AsT-Roide

Asé-Roide

Les duos d'as apparaissent sur fond bleu. Comyna équiprobabilité des couples, nous avons:
IP(2 aQ _ nombre de paires c_ja:s_ 6
nombre total de paires 28
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Supposons maintenant qu'une des deux cartes sad. Wrensemble des possibilités a donc
changé. Le tableau suivant liste les nouvellesipitisss :

As#-AsT AsU-AsG | AsO-Asd | Asd-1loidh
Aslh-AsO  AsU-Asd | AsO-Roide | Asde-]
Aslh-Asd | AsT-Rois | AsO-Roi¥V | Asd-Roidd
Asd-Roid | AsT-Roi¥ | As$-Roid> | Asde-Roide
As#-Roi¥ | AsT-Roi$ | As$-Roide
As#-Roid> | AsU-Roide
Asv-Roide

01

Ici aussi, les duos d'as apparaissent sur fond hleus avons :

IP(2 as sachant qu'une des deux est Jir as nombre de paires das ____ 6_

nombre total de paires possibles 22

En fait, lorsqu'on dispose d'une information sumdéure du résultat, cette information modifie
le nombre de cas favorables et le nombre de casipes

Les probabilités conditionnelles apparaissent emtiqodier lorsqu'on est en présence
d'expériences successives et dépendantes. loiade tde la seconde carte dépend de maniere
évidente du tirage de la premiéere (on ne peutipasl'as de pique au second tirage si on l'a tiré
au premier ..).: on est donc en présence d'expériences sucessipendantes.

Définition 3 Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire aiune probabilité IP &
un événement d@ de probabilité non nulle. On appelfgdbabilité conditionnellesachant
queB est réalisé, la probabilitg, définie par :

Pe 1 Q - [0;]]

Proposition 2 La quantitép, est une probabilité sur le nouvel univBrs

Notation : on note souvent cette probabilité de la fagonasui : p, (A) = IP(A/ B) et on lit
«probabilité deA sachanB».

5.2 Indépendance

Exemple 6 On jette deux fois une piece de monnaie équilikctst-a-dire que la probabilité
d'obtenir pile est deE) et on regarde les deux résultats. L'univers assocette expérience

aléatoire es = {PP, PF, FP, FF} de cardinal 4. Soient les évammsuivants :
A "le premier lancer donne pileB,"le deuxieme lancer donne pil€C,"deux jets consécutifs
donnent pile". On peut montrer que :
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A=(PP)U(PF); B=( FRU( PR ; C( PP

et donc par équiprobabilité, on a :

IP(A) =

IP(B)

1
Al DN DN

Nl N

IPC) =

On sait que les lancers sont indépendants, céseague le résultat du second lancer ne
dépend pas du résultat du premier. De plus; iA() B, on peut alors constater d'aprés ce qui
précede que 1) = IPA).IP(B).

Définition 4 SoientA etB deux événements d'un univegessmuni d'une probabilité IP. On dit
gueA etB sontindépendantsi on a :
IP(ANB) = IPA).IP(B) .

Remarque 4 LorsqueA et B sont indépendants et que leurs probabilités somtrulles, on a
IP(ANB)
IP(B)
modifie pas la probabilité d& (intuitivement cela correspond bien a ce qu'oremshtpar

"indépendance”). On peut voir aussi queBIP@) = IPB) et donc que la réalisation dene
modifie pas la probabilité d.

I'égalité suivante I/ B) = = IP(A). Cela veut dire que la réalisation Bene

Proposition 3 Si A etB sont indépendants, alofset B® sont indépendants (donc auBsit A°
par symétrie) eA° et B sont indépendants.
5.3 Conséquence : diverses formules

Généralisation de la formule du conditionnement soientA,... , A, n événements tels que

n-1
“{ﬂﬂj # 0, on a le résultat suivant :

k=1

k=1

IP@&} P(A)IP(A 1A) IP(A /AN A) IF{ AN &\]

.....

IP(Ay) > 0. On a alors les deux résultats suivants :

0] Propriété des probabilités totales : $itn événement d@, on a
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n

IP(B)=>IP(B/A)IP(A)

k=1

(i) Formule de Bayes : on supposeBPg 0. On a alors :

IP(B/A)IP(A)

n

2 1P(B/A)IP(A)

=1

OkO[Ln] IP(A /B)=

5.4 Technique pour utiliser un arbre de probabilié

Exemple 7 Pour illustrer la théorie, nous allons reprendrex@mple que nous allons voir en
TD (sur les groupes sanguins). Nous supposeronbBagbee est déja construit (nous le ferons
en TD). Le voici :

0,399 —/ i
1" exp : groupe sanguin
0,1/ 0,05 I
A B AB 0
omeopies  / \ o8/ \ osig/ \ 08 \
+ -+ - + - + —

Pour bien comprendre I'utilisation des arbres, detmules sont importantes: la propriété des
probabilités totales et la généralisation de lanide du conditionnement.
En effet, pour calculer la probabilité de la deax@expérience, il faut :

1) rajouter tous les résultats de la premiere expéeigar la premiére formule.

Exemple 8

IP(rhésus = IP rhésus@  groupp
+1P rhésus(y  growe
+ (P rhésug  growm)
+ (Fhésus +1  group®)

2) puis conditionner par la deuxieme formule, car @eegt donné par les hypotheses, ce
sont les probabilités de la premiere expériendesgprobabilités de la deuxieme
expeérience sachant la premiére, ...
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Exemple 9

IP(rhésus }= I groups) .(P rhésus +/ grope
+1P grouf® (P rhésusgraupeB)

+ [P groupd) (IP rhésusgroupeAB)

+ IP( groupe) .IP rhésus + / groupg

Et ces 8 probabilités sont connues.

Maintenant que vous connaissez la théorie, voyonswent on peut accélérer le calcul d'un
événement en utilisant l'arbre.

Lorsque I'on veut calculer une probabilité appatér lan™"" expérience, il faut trouver toutes
les branches ou celui-ci se trouve et remonternjadq racine. S'il y a plusieurs chemins, on les
ajoute (premiére formule) et pour chagque chemimnaltiplie les valeurs trouvées sur son
passage (deuxiéme formule).

ieme

Exemple 10 Calculons la probabilité qu'une personne soit depeA. La démarche est la
suivante : "group@" vient de la premiére expeérience. Il est seul eteomonte jusqu'a la racine.
Sur le graphe, cela donne :

l‘::].c | | | “\\\ 0‘ 113
CXpP . groupe sanguin
0,05,
AB 0
"% 018/ o019/ 0186\ 0.2\
- -+ -+ -+ -

On a donc : IP(group&) = 0,399.

Exemple 11 Calculons la probabilité qu'une personne soit rh@asitif. La démarche est la
méme que pour I'exemple précédent : "rhésus +1 dena deuxiéme expérience. Il y en a 4
(cela correspond aux 4 couleurs du graphe). Synalghe, cela donne :
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0,399 5
16re o A = . 0,45
XP . Sroipe sangin _

\ B \B 0
'\ A
| \ \
2°Mme axp : thésus 0,8 \\ 314 \\ 0,8
0,8 ! \ \
8% 0,18 0,19, 0,186\ 0,2

Y
\
"

On adonc : IP(rhésus +) =0,82 . 0,399 + 0,81 +1),814 . 0,051 + 0,8 . 0,45.

Pour refaire le lien avec la théorie, il faut vgire 0,82 correspond a la probabilité qu'on soit
rhésus + sachant qu'on est du groip@,399 est la probabilité qu'on soit du groépe
Et donc 0,82 . 0,399 correspond a la probabilitérgsoit du groupdé et qu'on soit rhésus +.

Pour terminer I'exemple a deux expériences, cabsullB(rhésus f) groupeB). Il n'y a qu'un
seul chemin. Sur le graphe, cela donne :

1% exp : groupe sanguin

2¢me evp 1 thésus
0, &

+

0,1

On a donc : IP(rhésus} groupeB) =0,19.0,1.

Pour trois expériences successives, cela se peassiement de la méme maniere, mais les
calculs sont encore plus longs!!
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Chapitre Il

Variables aléatoires réelles

1 Introduction

Exemple 12 Un joueur jette deux dés et gagne en euros la saesipoints obtenus si elle est
paire; il perd cette somme si elle est impaire.

L'univers correspondant & cette expérienceest {(a; b) ot al[1;6]; b([1;6]} de cardinal

36 sur lequel on peut faire I'hypothése d'équipndibé.
Modélisons la situation en construisant une aptin&X de la maniére suivante :

X: Q 5 R
@:b)s at+b s.ia+b est_paire.
—(a+b) sia+ b estimpair

Par exempleX(1; 3) = 4 (le joueur gagne 4 eurosX€B; 4) = (-7) (le joueur perd 7 euros).

A chaque événement dg, on associe un réel : cette application s'appeléevariable
aléatoire. De plus, on peut voir que pour calclagrobabilité queX = 2, il faut en fait compter
le nombre d'événements élémentaires dont la somin Cela revient a se replacer dans
l'univers Q.

Définition 5 Soit Q un univers muni d'une probabilité IP. Une variabléatoire réelle
(V.A.R.) est une application XQ - R qui permet de définir une nouvelle probabi@g sur
R, appelégrobabilité imagede IP paiX ouloi de X

Cette nouvelle probabilité est entierement détegmipar I'équation suivante :

Q (J-e:t]) =1P( X *(]-:1])).

Remarque 5 On parle de V.A.R. discréte lorsgdéQ ) est un ensemble fini ou dénombrable
de R et on parle de V.A.R. continue dans le cas camiralest-a-dire lorsqu&(Q ) est un
ensemble infini non dénombrable ke

Propriété 2 SoientX etY deux V.A.R. définies sur un méme unive&dset\ un réel. On a les
propriétés suivantes :
1. XX estune V.AR.,

2. X+Y estune V.A.R.,
3. X.Y estune V.AR.

Page 10 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Définition 6 SoitX une V.A.R. On appelltonction de répartitiorde X I'application

F: R - [0]
t > F ()=Q(]~~1)

Par abus de notation, on pos€a(]-e;t[) = IP(X <t).

Propriété 3 Toute fonction de répartitio d'une variable aléatoire vérifie :

t<t'= F(t)<F(t),

F est continue a gauche,
tlimw F(t)=0; tl[rlww F(t) =1,
IP(XO[a,H)=F(b- K3,
IP(X =x)=F(x)-F(x).

a ~ wbdpE

Suite de I'exemple 12

Pour déterminer la loi d¥, il faut passer par plusieurs étapes.

La premiere étape est de déterminer I'ensemblealesrs que prend la V.A.RK

Ici, X prend les valeurs 2, -3, 4, -5, 6,..., -11, 12. Endygal, cet ensemble sera nigté
La seconde étape consiste a déterminer la protge®yli

Ici (cas discret), cela revient a calculer la pholitg que {X =k} pour kI 1,

Posons Dle résultat du premier dé et [ résultat du second. On a :

{x=2={D.=}n{D,=}

IP(X =2 IA(D,=3== ==
= 1P(x=2)=1P(D=x H(D,=}=1 1= L
De méme, on montre que :

{x=-3=({n.= 2n{D,= })U({D.= }n{D.= })
=IP(X=-3)=IP(D,=9)x ID,= 3+ IfD,= 2x I¥D,= )
:lp(x:—s):%.é+%%:_sz_18

Définition 7 Deux V.A.R. X et Y sont ditemdépendantesi :
O(A;B)Olxl,,  IP({XOA}N{Y OB})=IP (X DA )xIP(Y OB)
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2 V.A.R. discretes

2.1 Espérance et variance

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresserpaitigulierement aux V.A.R. discrétes. Nous
avons vu que pour une V.A.R. discrétd'univers image d€ parX est un ensemble fini ou
dénombrable d& . Soit {x;, x,...} les valeurs de cet ensembile.

Pour déterminer la loi d&, nous avons vu qu'il faut calculer les probalsligux points
{X1, X2,...}, C'est-a-dire les quantités RE x;).

Définition 8 Soit une V.A.R.discrét¥X a valeurs dang, , % , ..., on appellespérancdgou
moyenng deX le réel :

E(X) = %IP(X= )

Propriété 4 SoientX etY deux V.A.R.,a etb deux réels. On a les propriétés suivantes :
1. IE(X+Y) = IEXX) + IE(Y),
2. IE(aX+b) =alE(X) +b,

3. IE(éXij:élE(Xi).

On peut donc constater que l'espérance est linéaire

Exemple 13 Reprenons I'exemple 12, on a:

1 2 3 4 5 6 _5
E(X)=2—+ (-3} 2+ 4"+ 5+ 6=+ £ T}t 8
(X) 36()36 36()56 36(_)_36

3
4 3 2 1
+ 9 + 10.—++ 11 + 12—: 0
¢ )3_6 36 { )?TES 36

L'espérance représente ici le gain moyen du jouzams ce cas, le jeu est d'espérance nulle : on
dit qu'il est équilibré. On dit aussi que la V.AXRestcentrée

Remarque 6 Pour toute variable aléatoik la variable aléatoir¥ - IE(X) est une variable
aléatoire centrée (c'est-a-dire que sa moyenneués).

Pour décrire une distribution (ou loi de proba)litespérance mathématique ne constitue
gu'une premiére étape rudimentaire. Ainsi, si arsiere les notes de 3 groupes de TD de 20
éléves dans une école d'ingénieurs :

» tous les éleves du premier groupe ont 10,

* la moitié du second groupe a 20, tandis que I'anbiié a 0,

« enfin, les notes du troisiéme groupe sont : 0,.1,,8, 11, 12,..., 20.
Dans les 3 groupes, la moyenne est égale a 10gpoles 3 situations décrites sont bien
différentes. Pour rendre compte de ce phénomendéfamt un autre parameétre qu'on appelle
la variance.
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Définition 9 Soit une V.A.R.discret¥ a valeurs dang; , %, ...

* On appellevariancedeX le réel :

Var(x) = IE([ X - IE(X)]) :2[ x—IE(X)]* IP( X= )

Cette derniere permet d'apprécier la dispersion@mgdtats en mesurant la moyenne des
carrés des écarts.

» Pour des raisons d’homogénéité (quarglexprime dans une certaine unité), on définit
I'écart-type Celui-ci est la racine carrée de la variancesegénéralement noté :

o(x) = Var(X)

Propriété 5 SoitX une V.A.R., on a les propriétés suivantes :
1. Var(X)=0,
2. Formule de Koénig-Huyghens :
Var(x) = IE(X®) = [IE() I?,
3. soienta etb deux réels, VagX + b) = a®Var(X),
4. soitY une autre V.A.R. discrete. RietY sont indépendantes, alors :
Var(X +Y) = Var(X) + Var(y).

Remarques 7

» Dans les carnets de santé des enfants, les caleliadle et de poids sont représentées
par une ligne continue encadrée de deux ligneoanilpg. C'est ce qu'on appelle
intervalle de confiance. Ces intervalles sont daken fonction de la moyenne et de
I'écart-type.

IE(X)

. o . e X = .
* Pour toute variable aléatoi¥ la variable aléatoire————— a pour espérance 0 et

pour écart-type 1. On dit alors que la V.A.R.est centrée réduite.

2.2 Lois discretes usuelles

2.2.1 Loi uniforme discréte
Exemple 14 On jette un dé a faces (si, si, ¢a existe .. X.représente les points obtenus.

Définition 10 On dit qu'une variable aléatoike suit une€loi uniformesur {1,...,n} si elle

prend comme valeurs les entiers 1, 2n.ayec la probabilitélr—]. On adonc:
1
OkO[Ln] , I X=K==
n
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Propriété 6 Pour une V.A.RX suivant une loi uniforme sur {1,..n}, on a:

n+1
IE(X)=—,
(x)=""
n®-1
Var( X )=
ar(X) 5

2.2.2 Loi de Bernoulli

Exemple 15 Une production d'emballages de produits pharmapeesiteste a la fin de la
chaine la qualité de I'emballage. Apres ce testhaisit de garder ou non I'emballage (soit
I'emballage est bon, soit il est défectued&)eprésente le résultat du test sur un emballage.

Définition 11

On dit qu'une variable aléatoiXesuit undoi de Bernoullisi elle ne prend que deux valeurs 1
(succes bon emballage) ou @¢hec: emballage défectueux) avec les probabilitésaetsmes
petl-p=qg Onadonc:

IPX=1]=p=1-IPX=0].

Remarque 8 Toute expérience qui peut donner comme résultauement deux valeurs: pile
ou face, la naissance d'un enfant (fille ou garglengontrole de qualité d'une production (piéce
bonne ou défectueuse) peut étre modélisée par um&MWe Bernoulli.

Propriété 7 Pour une V.A.RX suivant une loi de Bernoulli de parametren a :

2.2.3 Loi binomialeB(n, p)

Exemple 16 Supposons que I'on répétéois, de maniere indépendante, une expérience de
Bernoulli de parametre p. On s'intéresse a la blrialéatoireX représentant le nombre de
succes au cours des n épreuveprend les valeurs 0, 1, 2,.n,

Calculons les probabilités qu& £ k} pourk=0, 1, 2,...n.

En fait, X = k correspond a un-uplet comportank succes et - kéchecs.

De plus, nous savons qu'il y& facons de constituer un teluplet. Comme les expériences de

Bernoulli sont indépendantes, la probabilité d'nlstan teln-uplet est dgq™*

Nous obtenons donc IRE k) = C p“g™. Vérifions que c'est bien une probabilité :

ZIP(X:k):gq ga=(pr g =1=1
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Définition 12 On dit qu'une variable aléatoike suit une loi binomiale de parametref) si

ona:
OkO[o;n] , IfX=K=¢C g d*
On la noteB(n, p).

Remarque 9 On a vu qu'une V.A.R. binomiale peut étre consid@@mme le nombre de
succes dans experiences de Bernoulli indépendantes et idegtigunt distribuées (c'est-a-dire
de méme loi; et donc, ici, de méme paramgtr&n associant a I8"° expérience une V.A.R.

de Bernoulliy;, on voit queX = Z\q . C'est-a-dire qu'une V.A.R. binomidn, p) est la
i=1
somme da V.A.R. de Bernoulli indépendantes et identiquenuistribuées.

Propriété 8 Pour une V.A.RX suivant une loi binomialB(n, p), on a:

IE(X)=np,
Var(X)=npq

2.2.4 Loi de Poisson

Exemple 17 Cette loi est souvent utilisée pour modéliser :
* le nombre de pieces défectueuses dans un lot donnée,
* le nombre d'appels téléphoniques a un standard,
* les apparitions de pannes dans un ensemble demeagchi
* le nombre de clients attendant a un guichet.

Définition 13 On dit qu'une variable aléatoiXesuit une loi de Poisson de parametr& on a :
k
OkON, IP[X =K = e
k!

On la noteP(\).

Propriété 9 Pour une V.A.RX suivant une loi de Poisson de paramgtren a :

IE(X)=A
Var(X)=4
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2.2.5 Loi géomeétrique

Exemple 18 On répéte autant de fois que nécessaire de manieendante une épreuve de
Bernoulli de parametne jusqu'a obtenir un succeésest la variable aléatoire «rang du premier
succes»X prend toutes les valeurs entiéres naturelles ntesm

Calculons les probabilites quX £k} pourk=1, 2,...

Si le succes arrive au rakgcela veut dire que nous devons akoirl échecs, puis le succes.
La probabilité d'avoik — 1 échecs esf™ et la probabilité d'avoir le succes pst

Nous obtenons donc IRE K) = g“*p. Vérifions que c'est bien une probabilité :

+00

ZIP(X:k)::chf'l p= p—=1

1
k=1 1-q

Définition 14 On dit qu'une variable aléatoikesuit une loi géométrique de parameéeped
ona:

OkON, IP[X=K=d™

Propriété 10 Pour une V.A.RX suivant une loi géométriqye on a :

_1
IE(X)—E,
-4
Var(X)—F

2.2.6 Loi de Pascal

Exemple 19 On répéte autant de fois que nécessaire de mandpeendante une épreuve
géomeétrique jusqu'a obtemisuccésX représente le nombre de tirages nécessaingsut
prendre les valeurs entiéresrd& +« (il faut tester au moinsemballages pour que
emballages soient bons, mais on peut aussi negaawaair de bon emballage! L'entreprise
aurait alors de sérieux probléemes de machines...)

Définition 15 On dit qu'une variable aléatoiXe suit une loi de Pascal de parametrg) si
ona:

OkONA[r;+of , IfX=K=CIp ¢~

On parle aussi de loi binomiale négative et onote BN(r, p).

Remarques 10
1. Une V.A.R. de Pascal est la somme deA.R. géométriques identiques et
indépendantes.
2. Si r =1, onreconnait la loi géométrique de paramgtre
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Propriété 11 Pour une V.A.RX suivant une loi de Pascal p), on a:
IE(X)=

Var(X) =

2

o|g ©l-

Nous venons de voir les principales lois discré®eair la suite, il est important de savoir
reconnaitre rapidement ces lois dans un problemereb

3 V.A.R. continues

3.1 Espérance et variance

Dans ce chapitre, nous allons nous intéressermpaidiEulierement aux V.A.R. continues. Nous
avons vu que pour une V.A.R. contindig'univers image d& parX est un ensemble infini
non dénombrable dR .

Nous avons déja vu la définition d'une fonctiorréjeartition au début de ce chapitre :

F(O) = IPX<t) =Qx(] -; t]).

Remarque 11 Une V.A.R. est continue si et seulement si sa fonale répartition est
continue, c'est a dire s'il n'existe auslinR tel que IPX =x) # 0.

Définition 16

On dit queX (ou plus exactement la loi d@ estabsolument continugil existefx = 0
telle que pour tout événemehton ait :

IP[XLIA] = jA f. (X)dx

e En particulier,_[]R f, (X)dx=1. Dans ce cas, la fonctioly est ladensitéde probabilité
deX.

e On appelleespérancdoumoyenngde X le réel :
IE(X) =] xf.(x)dx
e On appelle variance d¢ le réel :
Var(X) = [ (x=1E(X))” f,(x) dx
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Remarque 12 SoientX etY deux V.A.R. continues etb deux réels. On a encore les

propriétés suivantes :
1. IE(X+Y)=IEX) + IE(Y)
2. IE(@X+b)=alE(X)+b

3. IE(Zn:Xi):iIE(Xi)

4. Var(X) = IE(X?) [ IE(X) ]?

5. Var(@X+h) =a?var(X),

6. SiXetY sontindépendantes, alors : VJar Y) = Var(X) + Var(Y).

Proposition 4 (changement de variable dans le casrtinu)
Si la V.A.R. X admet une densitf?( et si gest une application bijective, alors la V.A.R.

Y = g(X)a pour densité :
()= (g ){(¢7) ()

Il existe un lien direct entre la densité et ladiion de répartition (lorsque l'une des deux
existe) :

Proposition 5

1. Soitfx la densité d'une V.A.RX. La fonction de répartition d¢ est déduite par la
formule suivante :

Fe =] (0t

2. SoitFx la fonction de répartition d¢ La densité d&X est déduite par la formule

suivante :
dF (¥
dx

e (X) =

Nous avons également les caractérisations suivantes

Proposition 6 Soitf une fonction. Si vérifie les hypothéses suivantes :
1. f=0,

2. f est continue sauf en un nombre fini de pokatss,..., X
3. f admet aux pointg une limite & gauche (finie ou égale & }et une limite a droite

(finie ou égal a +),
4. I'intégralej._m f (X)dx converge et vaut 1,
alors il existe une V.A.RX telle que la densité d€est la fonctiorf.
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Proposition 7 SoitF une fonction. SF vérifie les hypothéses suivantes :
1. F est une fonction croissante sRir
2 XIimoo F(xX) =0 et Xlimo F(Xx)=1

3. Fest continue et de clas€ésurR sauf en un nombre fini de points Xa,..., X

4. F' admet aux points une limite a gauche (finie ou égale & }et une limite a droite
(finie ou égal a +),

alors il existe une V.A.RX telle que la fonction de répartition deest la fonctior

Pour déterminer la loi d'une V.A.R. continue, ilfaonner I'ensemble de définition de cette
V.A.R., puis soit donner sa densité, soit sa famcte répartition. Nous allons donc donner
pour chaque loi I'ensemble de définition ainsi Fudensité associée.

3.2 Lois continues usuelles

3.2.1 Loi uniforme

Exemple 20 Pour un observateur non synchronisé, la phasesajnal sinusoidal issu d'un
générateur peut étre modélisée par une variatkd¢oiié réelle continue uniformément répartie
sur un intervalle de longueur2

Définition 17
On dit qu'une variable aléatoiXesuit undoi uniformesur [g; b] si sa densité est égale a :

oxolat, f (=
OxO[a b, £ (X=0

Remarque 13 On emploie souvent la fonctiomdicatrice”, notéell, pour donner directement

avec la densité I'ensemble de définition de la R.Aci, on obtient :
1
f. () =—— iz p(X) .
x (=L Mani¥)

Avec cette densité on peut calculer la fonctiomégrrtition d'une loi uniforme sua;[b].
Ona:
0 sk<a

Fo(X) = F sias x< b

1 sh< x
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I+

t;J a (O b

S ——————
o

i) Densité (b) Fonction de répartition

FIG. 1I.1 - Loi uniforme surd; b].

Propriété 12 Pour une V.A.RX suivant une loi uniforme suajb], on a :

|E(x):""—J2rb
Var(X) = (b;za)z

3.2.2 Loi exponentielle

Exemple 21 Avec cette loi, on modélise, en général, la duetgid d'un matériel technique ou
le rayonnement d'une particule radioactive.

Définition 18 On dit qu'une variable aléatoikesuit uneloi exponentiellale parametra si sa
densité est égale a :

Ox=0, f, (x)=Ae™

Ox<0, f, x)=0

ie. f,(x)=Ae™1 o (%)
Remarque 14 Avec cette densité on peut calculer la fonctiomépartition d'une loi

exponentielle de parametxe
Ona:
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(a) Densite (b) Fonction de répartition

FIG. 1.2 - Loi exponentielle de parameéte

Propriété 13 Pour une V.A.RX suivant une loi exponentielle de parametren a :

|E(x)=)|l
Var(X)zA—l2

3.2.3 Lol normale ou loi Gaussienne

Exemple 22 C'est une des lois les plus utilisées en statistighlle possede de tres bonnes
propriétés. Notamment, le théoréme de la limitdradsm que nous verrons au prochain chapitre,
nous dit que pour une suite de V.A.R. indépendagttetentiquement distribuées ou la
moyenne et la variance sont finies, la somme cemé&éuite tend vers une loi normale centrée
réduite. On comprend alors l'importance que praridilnormale, puisqu'elle va intervenir
pratiquement partout ...

Définition 19 On dit qu'une variable aléatoiXesuit uneloi normalede paramétreé,u, 02) si

sa densité est egale a :
—1(x-p)

23 2

e? ¢
N2mo

OxOR, f, (X)=
On la noteN(,0?) .

Remarque 15 Pour la loi normale, il est impossible de donnes torme explicite de la
fonction de répartition. En effet, il faudrait caler I'intégrale suivante :

1 o 2
OxOR, Fx(x):@a C o dt

. . < . , X 42 A .
ce qui revient a calculer une intégrale de la for_{r_ne  dt. Or on ne connait pas de primitive
de cette fonction.
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Lorsqu'on ne peut pas calculer de maniere expleitenction de répartition, on la calcule de

. L. s X - o .
maniere numerique. Pour cela on considére la V.AR —ﬂ, qui suit une loi normale
o

centrée réduiteé(,u; 0’2) = (0;1)), et on utilise ce que I'on appelle des tablesde |

Vare | N

O H

FIG. 11.3 - Densité de la loi normale de paraméueaz) .
Propriété 14 Pour une V.A.RX suivant une loi normale de paramét(ﬁaz) ,ona:

IE(X)=u
Var(X) =0’

3.2.4 Loi de Cauchy

Exemple 23 Cette loi sert souvent de contre-exemple car él@acun moment, c'est-a-dire
gue l'espérance de toutes puissances e infinie. A fortiori, il n'existe pas de moyenn
(moment d'ordre 1) et pas de variance (momenté&elardre 2).

Définition 20 On dit qu'une variable aléatoike suit uneloi de Cauchy si sa densité est égale
a:
11

OxOR, f, (xX)=
x () 1+ X2

Nous venons de voir les principales lois continuemme pour les lois discrétes, il est
important de savoir reconnaitre rapidement ces di@iss un probléme concret. Les deux
tableaux en annexe récapitulent les principales diiscrétes et continues que vous pourriez
rencontrer dans la pratique.
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Chapitre Il

Vecteur aléatoire réel

Nous avons vu les principales lois discretes eticoes dans le cas univarié (c'est-a-dire
lorsqu'on ne manipule qu'une seule V.A.R.).

Dans ce chapitre, nous allons manipuler plusiewsR/, calculer la dépendance entre deux
V.A.R. et faire des changements de V.A.R. Les mdatpns se feront soit avec deux lois
discretes soit avec deux lois continuegjs pasavec une loi discréte et une loi continue.

1 Couple de variables aléatoires reelles

Dans cette partie, nous allons nous intéressercauple de V.A.R. et non plus a une seule
V.A.R. Nous allons voir comment définir un coupke.A.R. (densité bivariée,...). En fait,
nous allons généraliser la plupart des résultagsdans le cas univarié.

Toutes les définitions données ici peuvent étreég@isees au cas d'un vecteur @mposantes
(et non plus deux, comme nous allons voir) sarsdmdifficultés.

1.1 Définitions

Définition 21 Soit Q un univers muni d'une probabilité IP.
Un couple de variables aléatoires réelles (ou veckatoire réel de dimension 2) est une

application X, Y) : Q — R? qui permet de définir une nouvelle probabi@gy surR?,
appeléegrobabilité imagede IP parX, V).
Cette nouvelle probabilité est entierement détegmipar I'équation suivante :

Qxy (]_oo; tl] x]—oo; tZ]) = IP( X" (]—oo,ti])ﬂ Yl(]—oo; ti])) .

Comme pour le cas univarié, on peut alors défanfohction de répartition bivariée.

Définition 22 Soit (X, Y) un vecteur aléatoire réel. On appétiaction de répartitiorde (X, Y)
I'application :
R* - [0

Tt o F (1) =y (et x] et )
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Propriété 15 Toute fonction de répartitidn d'un vecteur aléatoire vérifie :
1. OsF<l

2. Sipourtouti {12 ,t, <t alorsF(t,t,)<F(t',t",)
3. F est continue a gauche en chacune de ses variables.
4. S'il existei 0{L; 2 tel quet, -~ —o0, alorsF (t,,t,) - 0.

Si pour touti 0{1;3} , t; - +o0, alorsF (t,,t,) - 1

Définition 23 (Cas discret) La loi du couple X, Y) est définie par les probabilités suivantes :
0(5,k)Olxy)» PIX=%.Y=y|= R

ou I, ) estunensemble fini ou dénombrablti e)Z P, =1.
1K) (x v)

Définition 24 (Cas continu) La loi du couple X, Y) est définie par la densité suivante (lorsque

la fonction de répartition est définie) :
2

Fx ) =2 F(x )

oxoy

1.2 Lois marginales et indépendance

Lorsqu'on connait la loi du coupl¥,(Y), on peut calculer la loi d€ et celle deY, c'est ce qu'on
appelle les lois marginales.

Pour calculer la loi dX (resp. la loi deY), on va sommer sur toutes les valeurs que pyend
(resp. les valeurs que preRil On passe alors de la loi du couple (une loi @& a une loi
univariée, c'est-a-dire que la connaissance da el (X, Y) nous fournit la connaissance des
lois deX et deY. La réciproque n'est pas vraie car il nous mariqmfermation sur le lien qui
unit ces deux lois.

Nous avons vu dans le chapitre précédent la ndtindépendance de V.A.R.
Ce qui définit les V.A.RX etY, ce sont les lois marginales. On dira donc qua 8eA.R. X et

Y sont indépendantes si la loi du coupfe Y) est le produit des lois marginalesXiet dey.
Mais avant cela, il faut savoir calculer les loiarginales a partir de la loi du couple.

Définition 25 (Cas discret) Les lois marginales d et deY sont définies par :
« loi marginale d&X: p,. =) p, .
k

* loi marginale de¥ : p,, :Z P -
J
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Il est facile de vérifier quep,. et p,, définissent bien deux probabilités. De plus, a'eares
notre deéfinition X etY sont deux V.A.R. indépendantes si et seulemeny si p.. p, -

Cette notion d'indépendance rejoint la notion déj@ puisque I'égalité précédente est
équivalente a :

PIx =% = y]= ] x= x| ¥=

Définition 26 (Cas continu) Les lois marginales d¢ et deY sont définies par :
* loi marginale deX: f, (X) :j fy v(X y) dy,
Iy

* loi marginale de¥ : f,(y) = I fy v(X y)dx.
I
ouly (resp.lx) est I'ensemble des valeurs que prend la V.X.Resp.X).

La aussi, il est facile de vérifier gfieetfy sont deux densités. De plus, on a d'aprées notre
définition : X etY sont deux V.A.R. indépendantes si et seulemdrtfi, ) = fx(X) fl(y) .

2 Moments d'un couple

Définition 27 Soit (X, Y) un couple de V.A.R. e® une fonction.
On appelleespérancale ® (X, Y) la quantité suivante :

E[o(X.Y)]= Y o(x.y)n dans le cas discr

(1K) (x vy
IE[®(X,Y)] =”I ®(x%y) L, (%Y dxdy dans le cas contil
(X.Y)
On peut alors définir plusieurs quantités, notamnteenorrélation qui est une des mesures de
dépendance les plus utilisées.

Définition 28 Le momend'ordre |, k) est défini par :
mx = IE[ XIY9] .

En particulier, IEX) =m o et IE(Y) =nmp 1.

Lemoment centré'ordre |, k) est défini par :
j k
Hix = |E[(X _m,o)J (Y_ n&l) } :

En particulier, VarX) = u,, etVarl) = y,,.
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Definition 29 La covarianceentreX etY est la quantitgy , c'est-a-dire :

Cov(X, Y) = IE[ (X —=my g(Y —mp,1) | = IE(XY) — [E(X).IE(Y) .
On définit alors lacorrélation par :

p(X,Y)= Cov(X,Y)

\/Var( X) Var(Y)

Proposition 8 Si X etY sont deux V.A.R. indépendantes alors CQW) = 0.

3 Changements de variables bivariés

Soitg une application d®?* dansR?. On pose(X, Y) = (U, V).

Cas discret : IP((U.V)=(u,.,v,)) = > 'P(( X’Y):( X V))

Gk)9(% %)=t o)

Remarque 16 Si la fonctiong est bijective, alors il n'existe qu'un seul pdityk) tel que
9(X, YK = (Um, Vi) et donc on a :

P((U V)= () = (X1 =( 5. ¥)).

Cas continu :
Soit (X, Y) , un vecteur aléatoire de* admettant la densifg v(x,y).llo(x, y) ouD est un ouvert

de R?. On suppose que l'applicatigrest bijective et qug(D) = A.
On a alors le changement de variable suivant :

g

D - A
(X.Y)= (U V)=(a( %Y, g( X Y)

La transformation inverse est donnée par :

g—l

A - D

UV)= (xY)=((g),(uV(7),(uY)

Page 26 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab
Alors le vecteug(X, Y) admet la densité définie par :
fuy(Uv) = fx,v( g_l( U \))‘ Jg’l( U \)‘]lA(u’V)

ou ‘Jg_l (u, v)‘ représente la valeur absoluemgq (u, v) , qui est le déterminant, supposé non

nul en tout point, de la matrice jacobienne :

(g™ olg™
) (su Ly 2 ¢ by
3. (u v):det( Jac{ g'(u Dz " Y
09, g 208) 0
ou ' ov ’

4 Convergence en loi et théoreme limite centrale

SoitF, (respectivemerft) la fonction de répartition d¢, (respectivemerX).

Définition 30 On dit que X,) converge en loversX si et seulement si :

lim F.(t) =F(t) entout point R ouF est continue.

Théoréme Limite centrale
Soit ( X,),,, une suite de V.A.R. indépendantes, de méme lahalgennem et de variancer’

Alorson a:

—_ loi
X, +..+ X, —nm ® N(0.1)
a\/ﬁ n - +oo

Remarque 17 Ce théoréme justifie I'importance accordée a ladomale. En effet, des qu'une
V.A.R. X pourra étre considérée comme la somme \deA.R. indépendantes et identiquement
distribuées, alors on pourra appliquer le réspitdtedent et approch¥mar une loi
gaussienne. On verra dans le prochain module gaerade cas pour nos statistiques de test.

Exemple 24 Toute V.A.R.X qui suit une loi binomial&(n, p) peut étre considérée comme la
somme den variables de Bernoulli.

— loi
X7nP " N©1)

\/ﬁ N 4o

Pourn assez grand, on peut donc approcher une loi baderpar une loi gaussienne.

D'apres le théoreme précédent, on a alors le aésulivant :
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Chapitre IV

Application en fiabilité

1 Fiabilité d’'un élément
1.1 Schéma général

Un élément passe par plusieurs phases au couondsiksation :

 Mean Time To Failure (MTTF) : durée moyenne de fomttionnement avant la
premiére défaillance,

* Mean Down Time (MDT) : durée moyenne d'indisponii(détection et réparation de
la panne, remise en service),

e Mean Up Time (MUT) : durée moyenne de bon fonctemant aprés réparation,

* Mean Time Between Failure (MTBF) : durée moyennteeetheux défaillances
consécutives.

defaillance défaillance

remis en marche

MTTF MUT

k
S —

MTBEF

A
Y

FIG. IV.1 - Schéma général de la fiabilité d'unméddt

Dans la pratique, la MDT est faible par rappor MUT et donc on considére souvent que
MUT = MTBF.

Définition 31 SoitT la durée de bon fonctionnement de I'élément. gprelefiabilité (en
anglais reliability) a l'instant, la probabilité qu'il n'y ait pas de défaillanegat I'instant,
c'est-a-dire :

R(t) = IP(T > 1)

Remarques 18
1. OnaR(0) =1 etR(+») = 0. Autrement dit, I'élément n'a subi aucunadiéhce avant
d'étre utilisé! L'autre égalité nous dit que I'édnrin’est pas immortel !
2. On appelledéfiabilité la quantité=(t) = 1 -R(t), qui est aussi la fonction de répartition.
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Proposition 9 SoitT la durée de bon fonctionnement, on a: MTTF T)E(

Proposition 10 Si tIirp tR(t)=0, alors: MTTF :_[Om R(t)dt .

1.2 Elément non réparable

Dans le cas d'un élément non réparable, il n'yMDIT, ni MUT, ni MTBF. On ne calcule
donc que le MTTF.

1.3 Elément réparable

Deux cas sont a envisager.
» Soit on remplace I'élément par un élément neusugposant le MDT proche de 0, on a
MTBF=MTTF.
* Soit on répare I'élément, mais il ne repart paB8.de

Définition 32 On définit le MTBF par :

MTBF = lim IE(M,,)

n— +co

ol M, est le temps de bon fonctionnement de%® période.

Proposition 11 Si M, est stationnaire, alors MTBF = MTTF.

1.4 Taux de défaillance

Définition 33 Le tauxde défaillance moyesur l'intervalle de temps; [t + At] est la
probabilité d'avoir une défaillance entrett + At, sachant qu'il n'y a pas eu de défaillance

avantt, divisé parA t. Autrement dit :

/](t;t+At):iIP(tsTst+At|T>t)

Page 29 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Définition 34 On définit letaux de défaillance instantamar :

A(t)=lim A(t t+At)

Proposition 12 On a les égalités suivantes :

_ _R®
1.\ = 0
2.mw=ép@9
3. F(t)=1-e k""" =1 Rt).

Dans la pratique, le taux de défaillance d'un élérpasse par plusieurs phases, qui
correspondent a la vie de cet élément :

* lerodage : les pannes sont dues essentiellentss défauts de fabrication ou de
conception (par exemple, on change une ampoulkdleta clague dés qu'on allume la
lumiere),

* lavie utile : les pannes sont dues au hasard,

» le vieillissement : les pannes sont dues a l'ustoissante de I'élément.

Ces trois phases sont respectivement décroissamstante et croissante :

Alt]
i

1]

— D | - - -

rodage vie utile vielllissernent

FIG. IV.2 - Taux de défaillance d'un élément encfan du temps.
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2 Fiabilité d'un systéme

Dans toute la suite du chapitre, on supposeraagieinps de bon fonctionnement des éléments
sont indépendants entre eux.

2.1 Systéme en série

ol £, E,

FIG. IV.3 - Systeme de éléments en série.

Le systeme fonctionne si et seulement si tousl@&sants fonctionnent. On a :
R()=IP(T,>tNT. > N..NT. > )
R(t) = |‘J IP(T, >1)= |‘I R.(9

Proposition 13 Le taux de défaillance du systeme est égal a larspdes taux de
défaillances des éléments en série. Autrement dit :

A0 =320

2.2 Systéme en paralléle

TAB. IV.4 - Systeme de éléments en paralléle
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Le systeme fonctionne si et seulement si au mairdes éléments fonctionne. On a :

R()=IP(T.>tUT, >tU.UT, > 1

Rappel 1 On a I'égalité suivante : IP[(AU B)“} = IP( AN B°)
D'apres le rappel, on a donc :

R0 =1-P((T> "' N(T>§'n.n(% > §)
= 1—|j T, <t)
= 1—|j(1—|F(TE >1))
= +1] (1R ()

Remarque 19 Il n'existe pas de relation simple entre le tauxiérillance du systeme et celui
des taux de défaillance degléments.

2.3 Systéme mixte

Dans certains cas, les systémes en paralléele ggdésmes en série sont mélangés. Il est
possible alors d'avoir des systemes comme cellai figure :

I

FIG. IV.5 — systéme mixte.
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Définition 35 Un systémenixteest un systeme qui peut étre décomposé en soudsrRsen
paralléle et/ou en série.

Pour calculer la fiabilité du systéeme de la figlw¥es, nous allons le décomposer en sous-
systemes :

= f:t)=1-1(1—-HBy(t)1 — Ra(t))
| = Rg(t)=1—=(1=Ry(t))1 = Rs(t))
I I I Eg
| ._ — _H._,l:.' ] = 4”3[.' | Hgl'!:lff.-_ﬂfl

. | = Rplt)=1-=(1-= FRx(t)){1 - Hylt))

Rio(t) est alors la fiabilité du systéme mixte. On a :

Rinixte(t) = 1 - (1 - (1 - (1 Ru())(1 - Ra(D))))(L - Ra(t)(1 - (1 -Ra(t))(1 - Re(t)))Rs(1))

2.4 Systéme a redondance activén

Le systeme fonctionne si et seulement si au mo@&éments sun fonctionnent. On peut
montrer qu'on a alors :

Rn(0=Y G (RD) 1= RO

si tous les éléments ont méme fiabiRg).
Nous n'écrirons pas la formule dans le cas comtrair
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Remarque 20 Dans le cas oti= 1, c'est un systeme paralléle. Dans le cas=on, c'est un
systeme en série.

2.5 Autres systemes

1 1
FE 1 i

E, Ex

FIG. IV.6 - Systéme pouvant se ramener a des sgiérses paralleles et séries

Le systeme de la figure IV.6 n'est ni paralleiesérie, ni mixte. En effet, la nature du systeme
dépend du fonctionnement de I'élémEgt

L, Iy

(a) Si By fonctionne @ systéme A (b} Si Es ne fonctionne pas @ systéme 13
FIG. IV.7 — Sous-systeme de la figure IV.6

» Sil'éléement; fonctionne, on est en présence d'un systéme ifsyséeme A) : deux
eléments paralleles mis en série, avec pour fiabili

Rat) = (1 - (1 -Ru(0)(1 - Re(1)))(1 - (1 —Ra(5))(1 —Rs(1)))-

» Sil'éléements ne fonctionne pas, on est en présence d'un adiense mixte (systeme
B) : deux éléments en série mis en parallele, peec fiabilité :

Ra(t) = 1 - (1 Ru()Ra(t))(1 —Rx(t)Rs(t)).

Onaalors: Rsystemét) = Rs(t)Ra(t) + [1 —Rs(t)]Ra(t).
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3 Eléments réparables

3.1 Maintenabilité

Définition 36 SoitSle temps de réparation. L'élément est mis en afiparat = 0. On appelle
maintenabilitéa l'instantt la probabilité que la réparation soit effectuéaraVinstant, c'est-a-
dire :

M) =IPES<t).
Remarques 21
1. OnaM(0) =0 etM(+x) = 1. Autrement dit, I'élément n'a subi aucunerapon au

moment ou il tombe en panne! L'autre égalité nougue I'élément sera réparé au bout
d'un temps certain!

2. On appelleammaintenabilitéda quantiteM = 1 -M(t).

3. De maniere analogue au MTTF, on peut définir legemoyen de réparation (MTTR)
par: MTTR = IEQ).

3.2 Taux de réparation

Définition 37 Le taux de réparation moyesur ft; t + At] est la probabilité que I'élément soit

réparé entreéett + At sachant qu'il n'a pas été réparé avant, divisé\par'est-a-dire :
1
u(tt+At) :EIP(t <S< t+At]S> )

Définition 38 On définit letaux de réparation instantargar :

p(t)=1lim p(tt+At)

At-0

Proposition 14 On a le résultat suivant :

_ M)
u(t)= 1-M (t)

3.3 Disponibilité

Définition 39 On appelledisponibilitéde I'élément la probabilité que I'élément fonatiera
l'instantt. On la noteA(t).

Page 35 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Remarque 22 Tous les résultats du paragraphe précédent siabiité des différents
systemes étudiés s'appliquent pour la disponibilité
Par exemple, pour un systeme série, on a:

A =] AW,

et pour un systéme parallele, on a :

AJO=1—[j(l-AG».

3.3.1 Cas oui(t) et u(t) sont constants
(A(t) : taux de défaillance et(t) : taux de réparation)

Proposition 15 La disponibilité du systeme vérifie I'équation diéntielle suivante :

‘2—’?0) =—(A+u)AM) +u

3.3.2 Cas owi(t) est constant etu(t) quelconque
SoitSle temps de réparation, on a:

IP(t<S<t+At)= g(dAt+ A

=0

Proposition 16 La disponibilité du systeme vérifie I'équation grte-différentielle suivante :
0A t
5 O =AW +A[ At-U gy dur(1- 40)) d}

Remarque 23 Pour résoudre cette équation, on fait appel austoamées de Laplace (hors
programme).
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Chapitre V

Processus stochastique

Ce chapitre sera abordé directement dans le cadtepplication en fiabilité, afin de faciliter sa
compréhension.

1 Introduction

Nous avons résolu le probléme de la disponibiliié@ dysteme, c'est a dire a un instaquelle
est la probabilité que le systeme fonctionne, giaze un certain nombre de systémes
(parallele, série, mixte,...). En revanche, il noeste plusieurs problemes a résoudre.

e Sion est en présence d'un systéeme dont le temmEpdeation est trés court et dont le
temps de bon fonctionnement est court, la disphit@tEst proche de 1. Pourtant,
I'appareil ne doit pas étre considéré comme basgpli va tomber en panne souvent.
Il faut donc aussi étudier le nombre de défaillanetepas seulement les temps de
défaillances.

* On veut aussi connaitre la probabilité d'avoir amhre donné de défaillances dans un
intervalle de temps donné.

* Nous n'avons pas encore parlé des éléments dersepowsont pourtant omniprésents
dans le monde de l'aviation civile.

Il va donc falloir étudier le lien entre temps daillances et nombre de défaillances.

2 Processus ponctuel

Définition 40 On dit d'un processud,,) qu'il estponctuelsi :

n=1,2,...

Onz1, T,<T,
Exemples 25
1. Instants d'arrivée des avions dans un secteur,
2. Instants de passage de véhicules a un péage,
3. Instants de défaillance d'un systéme,...

Remarque 24 Le processus ponctuel est souvent interprété coreprésentant les instants
d'occurrence d'un phénomeéne aléatoire.

Définition 41 Le processud\;) est appel@rocessus de comptageles conditions suivantes
sont vérifiées :

1. N,ON,

2. s<t= N,< N,

3. N;{—Nsreprésente le nombre d'événements qui se sontipgatns l'intervalles} .
La quantité N; —Ns est l'accroissement du processus.
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+00

Proposition 17 Si on poseN, => 1

n=1

iT.< ou (T,) est un processus ponctuel, aldys) (est

un processus de comptage.

3 Processus de renouvellement

3.1 Simple

Définition 42 (T,) est un processus denouvellemensimples'il existe des V.A(¢,)
indépendantes, de méme loi, telles que :

To=0et T,=Th1+ gzn On=1,2,3,..

Remarque 25 Si la durée de reparation est negligeable et glésient est remplacé, on pose
& le temps de bon fonctionnement dt'hélément.

3.2 Alterné

Définition 43 (T,) est un processus denouvellement alterngiil existe des V.A(¢,) telles
que :
(¢,) indépendante

To=0et T=Th1+ ¢, avecis,,, deméme loi,
¢,, de méme loi.

Remarque 26 Si on poses,, ., des temps de bon fonctionnemenggt des temps de
réparation, le processus précédent correspontlidd'ée la disponibilité du chapitre précédent.

4 Processus de Poisson
4.1 Processus ponctuel

Définition 44 (T,) est un processus &®isson homogérse parameétra si (T,) est un
processus de renouvellement simple of(l;ﬁé sont des V.A. indépendantes et de méme loi

exponentielle de parametke
Proposition 18 Pour toutn=1, la loi du vecteurTs, T»,...,Tn) a pour densité :
frpo1 (tptpont,) =A™ 1

{o<t <t <..<t,}
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Proposition 19 La loi deT, est une loi Gamma'(n,/l) , C'est a dire a pour densité :

W

Proposition 20 Soit un systeme @ éléments (un élément principal pltd élément(s) de
secours). La fiabilité du systeme est donnée par :

£ (t,)=A"e™

_ _ o () ()
R()=IP(T,>t)=¢€ (1+/]t+ o +"'+(n—1)! L.

Nous allons étudier plus particulierement le preossle comptagdl{) associé au processus de
Poisson homogend ).

4.2 Processus de comptage

Proposition 21 Soient ) un processus de Poisson homogendlgison processus de
comptage associé. La loi 8kest une loi de Poisson de paramatre

Il est parfois plus intéressant de travailler ®srdccroissements du processus de comptage pour
répondre a la question: quelle est la probabildagalr deux défaillances entre un et deux ans de
fonctionnement ?

Proposition 22 Soit (T,) un processus de Poisson homogene, aMyysqon processus de
comptage associé, veérifie :

1. No = 0,

2. N est a accroissements indépendants,

3. pour0<s<t, lavariable aléatoire réeli - Ns suit une loi de Poisson de parametre

At —$.
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1)

Annexe 1: Lois discretes
Probabilites
: Valeurs . . \
Loi . de ces Espérance| Variance Modéle
Possibles
valeurs
. i) Dans une urne, n boules
Uniforme sur 1 n+1 nz-1 numérotées de 1raOn
unensemble| {1,2,...,n} IP(X=K) = — —_— effectue un tirage aléatoire
fini n 2 12 ii) Jeu de dé a faces
équilibrées
Dans une urne, 2 catégories d
IP(X=0)=1p=q boules : proportiop de boules
; IP(X=1) = blanches eq de noires. On
Bernoulli {0' 1} (0 < ) 2 1 p pg effectue un tirage : X est la
avecUs ps V.A. "nombre de boules
blanches"
Dans une urne, 2 catégories d
k Ak k )

Bi ol IP(x=k) = C p“q™ boules : proportiop de boules
Inomiale . blanches ef] de noires. On
B(n, p) {O’ 1, ..., n} ou0< ps 1 np npq effectuen tirages : X est la

+0= V.A. "nombre de boules
etp+q 1 blanches"
_ _ Dans une urne, 2 catégories d
l ’
IP(X=K) = Clz—l o Cf ' r rq Blouleﬁ : pro%ortiorp de boules
. o i anches ef de noires. On tire
Pascal {r,r+1, e oo} ou 0< ps 1 p p2 avec remise jusqu'a obtenir
et p + g= 1 boules blanches : X est la V.A
"nombre de tirages nécessaire
k-1 Dans une urne, 2 catégories d
IPX=k)=q" P q boules : proportiop de boules
. Lo N - e blanches et| de noires. On tire
Géométrique| {1,2,...,0} ou0<s psl 0’ avec remise jusqu'a obtenir 1
et p+Q= 1 boule blanche : X est la V.A.
"nombre de tirages nécessaireg
. K Loi limite d'une loi binomiale
Poisson ) 1 1 lorsquen>50 etp<0,10.
P(A {0,1,...,00} IP(X=k)= —e Loi des événements rares en
k!

posant/] =np.'
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Annexe 2 : Lois continues
Loi Densité de probabilité Espérance Variance Remarques
Uniforme sur 1 si xD[a;b] b+a (b— a)z
[a,b] otia<b b-a
Ua.b) 0 sinon 2 12
. Ae™ si x=0 1 1
Exponentielle ) — -
0 six< ( A A
Loi normale
ou 1 _1(X_/")2
loi de Gauss NeT e? o [OxOR H o’ Table poumN(0,1)
N( 4, 0.2) 2o
! OxOR Afini Afini
Cauchy 77(1+ XZ) ) Non définie Non définie
Gamma A
. X J1 i +oo
y(r’/]) ol me X7 si x>0 L L I—(r) :IO e 't gt
r>0et _ A A?
1 _A(in X_Zm)z ot [ o2 Si X ~ Log-Normale
Log-normale f er 7, e ¢ (éT _1) alors
27T OX e In(X) ~ N(,u, 0.2)
six>0 etog >0
n
Chi-deux an 1 —g 2o Tables den=1 a 30.
degrés de n e E si x>0 Pourn>30 on utilise
liberté — n 2n ~
i [0 o
) 0 Si< NO.1)
Stude’nt an r (Mj - n Tables den=1 a 30
dﬁg(raerféde 1 2 (1+ X_zj ’ 0 E Pourn>30 on utilise
N n n sin>1 ~S =
S, (nON) vt r(zj sin>?2 X=J=NoD
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Annexe 3: Table de la loi normale centrée réd

[@(x)

pl£<1.24)=0.8925

|
0 2=1.24

Il existe des tables de la fonction de répartitalonnant des valeurs approchée: d(x) .

On se limite a des positifs ou nul : en effet, si par exemple on connait I'approxiorate
®(0,5)= 0,69146 on en déduil®d(-0,5)= 1- 0,69146.

La table suivante donne pour tx de 0 jusqu'a 3,99 par pas de 0,01, la valeur > ®(x).
Ces valeurs sont arrondies a l'unité la plus pr

L'entrée en ligne donne les deux premiers chiffiex, c'est-adire le chiffre des unités et cel
des dixiemes, et I'entrée en colonne le chiffrecaegieme:

Par exemple :

pour ®(1,73)= 0,95818 on choisira 1,7 en ligne et 0,03 en colonne 10703 = 1,73) €
I'intersection nous donnera le résu
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0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0,1 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0,2 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0,3 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0,4 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0,5 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0,6 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0,7 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0,8 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0,9 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891

1 84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1,1 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1,2 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1,3 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91309 91466 91621 91774
1,4 91924 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
1,5 93319 93448 93574 93699 93822 93943 94062 94179 94295 94408
1,6 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1,7 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1,8 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1,9 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670

2 97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2,1 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2,2 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2,3 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2,4 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361
2,5 99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2,6 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2,7 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2,8 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2,9 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861

3 99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99896 99900
3,1 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3,2 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3,3 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3,4 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
3,5 99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3,6 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99987 99988 99988 99989
3,7 99989 99990 99990 99990 99991 99992 99992 99992 99992 99992
3,8 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99994 99995 99995 99995
3,9 99995 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997
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Annexe 4: TD n°1

Exercice 1

On donne deux événemertetB tels que IPA) = 0,81 et IPB) = 0,16. Calculer I U B) dans chacun
des cas suivants :

1) AetB sont disjoints (on dit aussi incompatibles);

2) IP(AB)=0,11.

Exercice 2

Dans une usine, la construction d'un train d'asssige nécessite I'exécution de trois taches

consécutives, notédés(construction du compad,(construction de lI'amortisseu@},(construction de la

contrefiche principale). Un gestionnaire de I'epiise a relevé sur une longue période les durées
nécessaires pour effectuer chacune des trois tdébesA, un jour ou deux jours; pol, quatre jours,
cing jours ou six jours; poW®, deux jours ou trois jours. On admet qu'a l'aydaidurée d'exécution
pour chacune des tach&sB et C ne peut pas prendre d'autres valeurs que celilemtaté données
ci-dessus. Dans ce qui suit, on appelle "tempodstaiction” un tripletd, b, 9 de trois nombres
donnant les durées d'exécution des trois tadhBstC.

3) Alaide d'un arbre, donner tous les temps de oact&ins possibles.

4) Chaque temps de construction définit un événeniémteitaire. L'observation sur une longue
période conduit & admettre que tous les événenélémentaires sont équiprobables.
Déterminer la probabilité de chacun des évéamesnsuivants :

a) E;:"le temps de construction dure huit jours";
b) E;:"le temps de construction dure au plus neufggur
c) E;:"le temps de construction dure strictement geisieuf jours".

Exercice 3
Nous avons une population de 10.000 personnes.dhaatine de ces personnes, nous avons récupére
leur groupe sanguin ainsi que leur rhésus. Cesédmnsont récapitulées dans le tableau suivant :

Groupe
A B | AB O Total
Rhésus
Positif (+) | 3270] 810 | 415| 3600| 8095
Neégatif(-) | 720| 190| 95 900 19056
Total 3990| 1000| 510 | 4500| 10000

Parmi ces 10.000 personnes, on en tire une auch@sariprobabilité).

1) Quel est la probabilité qu'une personne soit duggdD?
2) Quel est la probabilité qu'une personne soit rhésis
3) Quel est la probabilité qu'une personne soit O+ ?
Les événements "étre du groupe O" et "&i@sus +" sont-ils indépendants?
4) Quel est la probabilité qu'une personne soit duggdA sachant qu'elle est rhésus - ?

Exercice 4

Deux ateliers, notéa etB, d'une méme entreprise produisent chaque jouecéispment 1000 et 800
piéces d'un méme modéle. 2% des piéces produitdatedierA et 3% des piéces produites par I'atelier
B sont défectueuses.

1) Compléter le tableau suivant qui décrit la prodaurciournaliere.
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Nombre de piéces Nombre de piéces non | Total
défectueuses défectueuses
Nombre de piéces produites par
l'atelier A
Nombre de pieces produites par
l'atelierB
Total 1800

2) Un jour donné, on choisit au hasard une piece p@s1i800 piéces produites par les deux ateliers.
On est dans une situation d'équiprobabilité cGnsidére les événements suivants :
A "la piéce choisie provient de l'atelier A";
B: "la piece choisie provient de l'atelier B";
D : "la piece choisie est défectueuse";

D: "la piéce choisie n'est pas défectueuse”.
Déterminer a l'aide du tableau précédenpiebabilités suivantes :

a) IPD), IP(AN D), IP(A/ D).
b) IP(D), IP(BN D), IP(B/ D).

3) Vérifier que IPAN D) = IP(A/ D)xIP(D) et que IPBN D) = IP(B/_D)XIP(B).

Exercice 5
Une société de composants électroniques fabrigg@gigrande quantité un certain type de puces. Une
puce est conforme si sa masse exprimée en granppasgiant a l'intervalle [1,2; 1,3].
La probabilité qu'une puce soit conforme est 0C@8choisit une puce au hasard dans la production. O
note :

A l'événement "La puce est conforme";

B I'événement "La puce est refusée”.
On contrdle toutes les puces. Le mécanisme dedterdst tel que

- une puce conforme est acceptée avec une prabat#lio,98;

- une puce qui n'est pas conforme est refuséeumeprobabilité de 0,99.

On a donc: IP§) = 0,98; IPB/ A) =0,98; IPB/ A) = 0,99.

1) Déterminer IPB/ A), puis IPB() A) et IP(B A).
2) Calculer:
a) la probabilité qu'une puce soit refusée;
b) la probabilité qu'une puce soit conforme, sathatelle est refusée.
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Annexe 5: TD n°2

Exercice 1

Une entreprise construit des géodes. Dans sa froducn suppose que la proportion de géodes
défectueux est égalepaOn prench géodes au hasard. Calculer la probabilité que :

1) aucun géode ne soit défectueux.

2) exactement un géode soit défectueux.

3) au moins un géode soit défectueux.

4) k géodes soient défectueux.

Exercice 2
SoitX une V.A.R. binomiale de parametirest 0,01, notéeB(n; 0,01).

1) Déterminem pour que IP{X = O) < 0,01
2) Déterminem pour que IP{X 21) >0,9C

Exercice 3
Soit X une V.A.R. binomialeB(3; 0,2).

1) Calculer IP(X<0),IP(X<1),IP(X<2),IP(X3P(X<4)}.
2) En déduire le tracé de la fonction de répartition.

Exercice 4

Un laboratoire doit analys®t prélevements pour déterminer ceux qui contiennerorpsC donné. On
admet que pour un prélevement quelconque, la pilabadu'il contienne le corp€ estp.

On poseg =1 -p et on suppose que les prélévements sont indépsndan

On répartit les prélevements gigroupes d'effectif (N = ng) et pour chaque groupe, on constitue un
meélange a l'aide de quantités égales de chacummlévements. Si ce mélange ne contient pas le
corpsC, une seule analyse aura établi qu'aucumgbeglévements du groupe ne contient le c@pSi
ce mélange contient le cor@sil faut alors analyser séparémentigzrélévements pour déterminer
ceux qui contiennent le corgs: le nombre d'analyses faites pour le groupelest ia+1.

On désigne paX la variable aléatoire représentant le nombre thtadalyses effectuées.
X-g
n

2) Déterminer la loi de.
3) Déterminer IEX) et Var(X).

1) Que représenteé = ?

Application numérique N = 200,p = 0,05,n=4 ou 5.

Exercice 5

Le patron d'un grand hépital de la région toulowsagnvisage de programmer la construction de
nouvelles salles d'opérations de fagon a redumécessaire le délai d'attente des patients. Aetneht,

son établissement compte 5 blocs opératoires. tesventions étant lourdes, on compte une demi-
journée d'occupation du bloc par intervention.

Une enquéte sur le nombre d'interventions par gemnirée souhaitées par les chirurgiens est menée su
un échantillon de 180 demi-journées, échantilloppssé représentatif du fonctionnement de I'hopital.
La distribution statistique issue de I'étude estnde par le tableau suivant :
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x |0 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8 9 10
F | 3 15| 27| 33| 36 27 18 d9 6 4 2

ou x; représente le nombre d'interventions souhaitéelegahirurgiens par demi-journéereiest la
fréquence.

1) Tracer I'histogramme.
2) On suppose alors que le nombre d'interventionsi@ai-journée suit une loi de Poissét(A ),
c'est a dire que :

a) CalculerA .

b) Quelle est la probabilité de n'avoir aucun patenattente?

¢) Combien faut-il de blocs opératoires supplémeasaau minimum pour que la probabilité précédente
soit supérieure a 0,95?

Exercice 6
Une variable aléatoir¥ suit une loi binomial®(n,p). Les résultats d& sont affichés par un compteur
détraqué :

- pourX# 0, le compteur affiche la valeur correcteXde
- pourX =0, le compteur affiche une valeur au hasard gnet.

On noteY le résultat du compteur détraqué.

1) Déterminer la loi de.
2) Calculer IE[Y] et vérifier IE[Y] Z1E[ X].

Page 48 sur 56



Sophie Touzet et Jacques Delfaud — Cours de ProbaFiab

Annexe 6: TD n°3

Exercice 1
Lors d'un procés en attribution de paternité, upeextémoigne que la durée de la grossesse, es, jour
c'est-a-dire le laps de temps entre la conceptioma enaissance de l'enfant, est de distribution

approximativement normale avec paramémnes 270 eto” = 100. L'un des péres putatifs est en mesure

de prouver son absence du pays pendant une pé&iémdant entre le 297 et le 246™ jour
précédent 'accouchement. Quelle est la probabjlig2la conception ait eu lieu & ce moment ?

Exercice 2

On suppose que la durée d'une conversation tél&premesurée en minutes, est une variable aléatoir
exponentielle de parametie=0,1. J'arrive a une cabine et quelqu'un passe jusiat avoi.

Avec quelle probabilité dois-je attendre :

1) plus de 10 minutes ?

2) entre 10 et 20 minutes ?

Exercice 3
On suppose que la durée de vie d'un individu estaniable aléatoire continue dont la densité de

f(t) =kt?(100-t¥ si Gt< 10C
f(t)=0 sinon
1) Déterminerk pour quef soit effectivement une densité de probabilité.

2) Calculer I'espérance mathématique de la duréeedé'wm individu, puis son écart-type.
3) Calculer la probabilité pour gu'un individu meurdre 30 et 60 ans.

probabilité f est donnée par{

Exercice 4
Soit X une VAR, suivant une loi normale de paramétreet ol.
1) Déterminer la loi der :u.

o

La V.A.R. X suit maintenant une loi normale de moyenne 2@ etadiance 25, notél(20;25).
2) Calculer les probabilités suivantes :

a) IP(X <28),
b) IP(X 212),
c)IP(12s X < 2§).

3) Déterminer les valeurs de telles que :
a) IP(X <a)=0,99,

b) IP(X < a)=0,01,

c)IP(X = a)=0,05,

d) IP(20-a< X < 20+ a) = 0,9%

X
X

Exercice 5

1) Soit X une VAR, suivant une loi normale de paramétreet 2.
a) Déterminer la loi deY = exp(X). Cette loi est appelée Log-normale.
b) Déterminer la loi d& = X%

-In(1-U)

2) Montrer que sU suit la loi uniforme sur ]0; 1[ alorg = suit une loi exponentiellg(A)
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Annexe 7: TD n°4

Exercice 1
On considere un couplX,(Y) de VAR discretes dont la loi est donnée par :

{ | !

|
—

1. Déterminer les lois marginales ¥et deY.
2. Les VAR X etY sont-elle indépendantes ?
3. Calculer coW, Y) et faire une remarque sur ce résultat.

Exercice 2
Soit (X, Y) un couple de VAR de densité :

1+ X si -Kx<1 et 4 y<
Y(X y) = ( y) y

0 sinon

et soit U, V) un autre couple de V.A.R. de densité :

sl -kKu< 1l et 4€v<
fu,v(uiv):

O Nk

sinon

1) Calculer les lois marginales deet deY.
2) Calculer les lois marginales tlket deV.
3) Etudier I'indépendance des coupl¥sY) et U, V).

Exercice 3

Trois personnes entrent l'une apres l'autre dansdaux d'une administration francaise. Nous vasllo
connaitre la loi du temps d'attente de la troisipersonne. Nous allons étudier deux situations :

1. Il n'y a qu'un seul guichet. La troisieme persodoi¢ attendre que les deux personnes aient
terminé pour pouvoir étre recue.

2. lly a deux guichets. La troisieme personne daéératre qu'un des deux guichets se libere pour
pouvoir étre recue.

1) En posank; (resp.Xy) la variable aléatoire réelle du temps de pasaaggiichet de la premiére

personne (resp. de la deuxiéme), détern¥agla variable aléatoire réelle du temps d'atteetéad
troisiéme personne, en fonctionXgeet X, dans les deux situations.
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2) On suppose gue les variables aléatofest X, peuvent étre modélisées par des lois exponeistielle
de parametres distinc} et A,, et que ces VAR sont indépendantes.

a) Apres avoir fait le changement de variablég X,) > (X3, X; + X,), donner la loi dez
dans la premiére situation. Calculer le temps mayattente de la troisieme personne dans
la premiere situation.

b) Calculer laloi de T =in; ; X,). Pour cela, calculer la fonction de répartiti@enTden
utilisant I'équivalence suivante :

inf (Xy, Xz ..., %) >t < Oi, X, >t

Calculer alors le temps moyen d'attente de laiénmis personne dans la seconde situation.

Exercice 4
Soit @>0etD :{(x, y)OR?*/0< y< >} . Un couple X, Y) de variables aléatoires réelles a pour
densité :

G e®™ sixylD
f(x,y)=
) { 0 sinon

1) Calculer les lois marginales &e et deY.
2) Calculer la loi d&z =Y/ X et montrer que les variables aléatoXest Z sont indépendantes.

Exercice 5

SoientU et V deux variables aléatoires indépendantes de méraaiforme sur ]0, 1[. On définit les
variables aléatoireX et Y de la fagon suivante :

X =+/-2InU cos(22V |
Y =+/-2InU sin(27V)

Montrer que X et Y sont des variables aléatoires normales centréeges indépendantes.

2

On rappelle que J‘_m e 2dx=2r.
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Annexe 8: TD n°5

Exercice 1
Pour tout entier naturelnon nul, on considere la fonctiGndéfinie par :

-n?x?

f0)=r"xe? 1, (.

1) Montrer quef, est la densité d'une variable aléatoire.

2) Soit(Xp)n une suite de variables aléatoires telle que, fmurentiern>1, X, admet
pour densité,. Démontrer que la sui{X,), converge en probabilité vers une variable
aléatoireX que I'on précisera.

Exercice 2
Un fournisseur d'accés a Internet met en placeount focal d'acces, qui dessert 5000 abonnés.

A un instant donné, chaque abonné a une probabgaée a 20% d'étre connecté. Les
comportements des abonnés sont supposés indépetatanhs des autres.

1) On noteX la variable aléatoire égale au nombre d'abonmésectés a un instant
Quelle est la loi dX ? Quelle est son espérance, son écart-type ?

2) Le fournisseur d'accés souhaite savoir combierodaexions simultanées le point
d'acces doit pouvoir gérer pour que sa probaldllétre saturé a un instant donné soit
inférieure a 2,5%. Proposer une valeur approché@e d@®mbre de connexions.

Exercice 3
Il arrive assez souvent que le nombre de résensapour une liaison aérienne soit supérieur au

nombre de passagers se présentant effectivemjenir ldu vol.

Cela est di a des empéchements imprévisibles tlensepassagers et a une politique
systématique de certains d'entre eux qui résedemplaces sur plusieurs vols de fagon a
choisir au dernier moment celui qui leur convienirieux (en raison de la concurrence, et
selon les tarifs choisis, les compagnies ne pérdligas les clients qui se désistent et ne font
payer effectivement que ceux qui embarquent).

Pour compenser ce phénoméne, une compagnie aéerpiogant un avion de 300 places
décide de faire de la surréservatisarpooking en prenant pour chaque vol un nomis¥800
de réservations. S'il se présente plus de 300 gassa I'embarquement, les 300 premiers
arrivés prennent leur vol et les autres sont dedag@s financierement.
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1) On considere que les passagers sont mutuellendggendants et que la probabilité de
désistement de chacun d'eux est 10%. OnmtEenombre de réservations prises par la
compagnie pour un vol donnétle nombre (aléatoire) de passagers se présentant a
I'embarquement pour ce vol. Donner la loiSleson espérance I§]) et sa variance

Var(s,).

2) Le directeur commercial de la compagnie aimerainedtre la valeur maximale ae
telle queP(S, <300)= 0,9¢. Proposer une solution approchée de ce probleme.

Exercice 4

Un paquebot tout neuf (Le Titanic !) quitte I'Eueo@ Queenstown (Irlande) le 11 avril 1912 a
midi pour son voyage inaugural. Il doit traversatlantique sur 5 500 km et arriver a New
York, si tout se passe bien, le matin du 17 avriboe grande féte est déja prévue ! Il était parti
de Southampton la veille et avait fait escale aridwerg en fin de journée.

1°) Le Titanic pouvait accueillir 3 000 passagédrsreavait enregistré R réservations
(indépendantes) pour le voyage inaugural.

Habituellement la probabilité d'annulation est ¢& 0

On note Xle nombre de passagers présents a I'embarquenjent tu départ.
Déterminer la loi de Jainsi que son espérance et sa variance

2°) Dans le cas R = 3 000, calculer les probabilités événements suivants :
i) (2370< X £2430)
i) (X > 2 360),
i) X <2 000.
iv) Est-il normal qu'il y ait eu seulement 1 300 passa@

3°) Toujours dans le cas R = 3 000, détermineotabre ael que :
IP(2 400 —a< X <2400 +a) =0,95.

4°) Combien de réservations pourrait-on enregigtoeir que la probabilité d'étre en surcapacité
(plus de 3000 personnes au départ) soit infériar®5 ?
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Annexe 8 :TD n°6

Exercice 1
Soit un system@ constitué de deux éléments en série de méme tadgfdillance,

A (t) =0,0037°° pannes/heure.

Déterminer la fiabilité de ce systéme.
Calculer cette fiabilité pour 1000 heures.

Exercice 2
Soit un system8 constitué de deux éléments en parallele de taaéfigllance,

A,(t) = 0,001 pannes/heure.
A,(t) =0,00Z pannes/heure.

Déterminer la fiabilité de ce systéme.
Calculer cette fiabilité pour 1000 heures.

Exercice 3
Soient deux systemes :
- systémeC : deux éléments en série de méme taux de défalldnc
- systemeD : deux éléments en paralléle de méme taux de kéfed A .
Déterminer la fiabilité des deux systémes.
Quel est le systeme qui possede la plus fortelifi@®iExpliquer concrétement pourquoi.

Exercice 4

Reprenons les systémds et B des exercices 1 et 2.

Dessinez le diagramme de fiabilité du systenebtenu en mettant en paralléle les systéest B.
Déterminer alors la fiabilité du nouveau systemeleiex manieres différentes.

Calculer ensuite cette fiabilité pour 1000 heures.

Exercice 5

Pour la construction des amortisseurs d'avionshenche a tester la fiabilité des pistons. Cesiélern
équipent des amortisseurs destinés a des avioa8gaud 3 trains d'atterrissage (1 avant et deux
arrieres). Ces trois trains comportent chacun @aortisseurs.

Le taux de défaillance des amortisseurs du traameest égal &, (t) = 0,0000Ipannes/heure.

Le taux de défaillance des amortisseurs des teaiigres est égal 4, (t) = 0,0000Epannes/heure.
L'avion a un probléme d'atterrissage si les dewxrigseurs de I'un des trains sont défaillants.

1) Dessiner le graphique du systéme.

2) Déterminer la fiabilité de I'avion lors d'un atiesage, en supposant que les défaillances éverguell
des amortisseurs sont indépendantes entre amartsse

3) La calculer pour 10 000 heures.
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Exercice 6

Comme chacun sait, l'airbus A340 posséde 4 réactaur que l'airbus puisse voler dans des
conditions acceptables (sous-entendu, hors situdtadterrissage forcé), il faut qu'au moins 2 t@as
fonctionnent.

1) Supposons dans un premier temps que les 4 réaocr@uesméme taux de défaillance
A(t) =2.10" pannes/heure. Déterminer la fiabilité du systéemerdacteurs, pour un vol sans

atterrissage forcé.

2) Supposons qu'un des réacteurs tombe en pannedaladéde 'avion, quelle est alors la nouvelle
fiabilité du systéme?

3) Reprendre la question 2 avec les taux de défadlantrants (pour les 3 réacteurs qui restent) :

A (t) =10 pannes/heure,

A,(t) =2.10" pannes/heure,
Ay (t) =4.10* pannes/heure.

Exercice 7
Un systéme électronique est constitué d'éléntents,; etE;, de fiabilitéR;, R, etRs. Soit le diagramme
de fiabilité suivant (tous les éléments sont indélaats) :

E, E, E,

lr—‘:l. / lr—‘:l.

— Y § I X -

Déterminer la fiabilité du systeme en fonctionRIeR; etRs.
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Annexe 9: TD n°7

Exercice 1
Soient des éléments irréparables de taux de défedliconstant égal&=10" pannes/heure.

1) Calculer la fiabilité d'un systeme comportant unl ske ces éléments pour 1000 heures.
2) Le systeme comporte maintenant un élément de seians parmi les éléments irréparables

précédents). Aprés avoir donné la forme de la tiedsi temps de bon fonctionnement du systeme,

déterminer la fiabilité du systéme.
Calculer alors la fiabilité du systéeme paoer 1000 heures.

3) Reprendre les deux questions précédentestpoli®000 heures.

4) Calculer la fiabilité du systéme s'il comporte déléments de secours, paar 1000 heures puis
pourt = 10000 heures.

Exercice 2
Aprés avoir observé la durée de vie des ILS, oonzla que le temps de bon fonctionnement suivait
une loi exponentielle de paramette= 0,007 pannes/jour.

1) En utilisant la loi dé\;, calculer la probabilité qu'il n'y ait aucune dédiace sur une période d'un
an.
2) Calculer la probabilité qu'il y ait deux défaillaascsur la méme période.

Exercice 3
Nous avons observé les durées de vie de compadanteoniques, intervenant dans la fabrication des

serveurs STPV. Nous avons conclu que le temps nédnationnement suivait une loi exponentielle de

paramétred = 0, 06pannes/mois.

1) Calculer la probabilité qu'il y ait deux défaillascen 100 mois sachant qu'il y en a eu une dans les

20 premiers mais.
2) Calculer la probabilité qu'il y ait une défaillaneetre un et deux ans sachant qu'il n'y en a eunauc
pendant un an et demi.

3) Calculer la probabilité qu'il y ait deux défaillascentre un et deux ans sachant qu'il y en a eu une

pendant les 17 premiers mois.
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