chap 13

CHAP 13 - APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout le chapitre K désigne R ou C, E, F' et GG sont des K-espaces vectoriels.

1 Ensemble des applications linéaires

1.1 Structure de ’ensemble des applications linéaires

Définition 1

Soit u une application de E dans F'.

e On dit que w est une application linéaire si :
* V(z,y) € E?, u(z+y) = u(x) +u(y)
*x V(N z) e Kx E, u(Az)= lu(z)

On note Z(FE, F) ensemble des applications linéaires de E dans F.

On dit également qu’'une application linéaire est un morphisme d’espaces vectoriels.

e Si u est une application linéaire bijective, on dit que u est un isomorphisme.
S’il existe un isomorphisme entre E et F', on dit que E et F' sont isomorphes.
e Si F = F, on dit que 'application linéaire u est un endomorphisme.
L’ensemble des endomorphismes de E se note .Z(E).
Si E = F et si u est un isomorphisme, on dit que v est un automorphisme de E.
L’ensemble des automorphismes de E se note Aut(F).
e Si ' =K, on dit que 'application linéaire u est une forme linéaire.

Remarque 1
Pour u € Z(E,F), on a :
(a) u(0g) =0p.

(b) Y(z1,- - ,xn) € B"Y(\1, -+, \n) € K u (Z)\kxk> = Mula).
k=1

Proposition 1
Soit u une application de E dans F'. u est une application linéaire si, et seulement si :

Y\ z,y) € Kx B2 u(\z 4+ 7) = du(z) + u(y)

Exemple 1
(a) Idp € Z(E).
2
(b) w: (:]CRy) : §+ 3 est une forme linéaire sur R?.
C'R,R) — R
(c) Pour (a,b) € R% T : f - /b )t est une forme linaire sur C°(R, R).

— Y

(d) Si @ € ¥ (ensemble des vecteurs de 'espace) alors @ : 7 o AT est un endomor-

phisme sur 7.
EF — FE

(e) Si E est un K-espace vectoriel, pour a € K*, h, N

appelé homothétie de rapport a.

est un automorphisme de FE,
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Théoréme 1
Si E est de dimension finie, u € Z(E, F) est entiérement déterminée par la donnée des images des
vecteurs d'une base de E.

Corollaire 1
Si (€;)icr est une base de E, et si (f;)ier est une famille de F', alors il existe une unique application
u € Z(E,F) telle que pour tout i € I,u(e;) = fi.

Corollaire 2

Si Ey et E9 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires (E = E; @ Es), alors :

o uc Z(FE,F) est entiérement déterminée par ses restrictions a Fy et Es.

o Siu € Z(E1,F) et ug € Z(F F), alors il existe une unique application u € Z(F, F) telle que
Up, = u1 et ug, = ua.

Définition 2

SiE=F1®E;:

e On appelle projecteur, ou projection, sur F paralléelement & Fs ’endomorphisme p défini sur £
par ses restrictions : pjg, = Idg, et pjg, = O0p.

e On appelle symétrie par rapport & E; parallélement & Es 'endomorphisme s défini sur E par ses
restrictions : s, = Idg, et sjg, = —Idg,.

Remarque 2
(a) Sion note x = xg, + g, la décomposition de z suivant E;j et Es, p le projecteur sur E; paralle-
lement & Es et s la symétrie par rapport & Fy parallélement & Fs, alors on a :

p(z) =zg, s(zr)=zg —zg, e s=2p—Idg
(b) Si on note pg, le projecteur sur E; parallélement a Es et pg, le projecteur sur Eo parallélement

a Eq, alors : pg, +pE, = IdE.

Proposition 2
Z(E,F) est un K-espace vectoriel pour les lois usuelles.
Si E est F sont de dimensions finies, alors .Z(FE, F') est de dimension finie et

dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

1.2 Composition

Proposition 3
Siue Z(E,F)etve Z(FG)aorsvoue Z(E,QG).

Proposition 4
Soit u € Z(E, F). Si u est un isomorphisme, alors w1 est un isomorphisme de F dans E.

Définition 3
L’ensemble Aut(F) muni de la loi o est appelé groupe linéaire de E, noté GL(E).

1.3 Noyau et image d’une application linéaire

Proposition 5

Soit u € Z(E,F). On a :

e Pour tout sous-espace vectoriel Ej de E, u(F;) est un sous-espace vectoriel de F.

e Pour tout sous-espace vectoriel F| de F, u~!(F}) est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 4
Soit u € Z(E,F).
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e On appelle noyau de wu, et on note Ker(u) I’ensemble :
Ker(u) = {z € E,u(z) =0r} =u~ ({0p})
e On appelle image de u, et on note Im(w) 'ensemble :

Im(u) =u(F)={y € F,3z € E,u(x) =y}

Proposition 6
Siu e Z(E,F), alors Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E et Im(u) est un sous-espace vectoriel
de F.

Proposition 7

Soit u € Z(E,F). On a :

e 1 est injective si, et seulement si Ker(u) = {0g}.
e u est surjective si, et seulement si Im(u) = F.

Théoréme 2
Soit u € Z(E, F). Im(u) est isomorphe & tout supplémentaire de Ker(u).

Corollaire
Siu € Z(E,F) et si S est un supplémentaire de Ker(u), alors u induit un isomorphisme de S sur

Im(u).

1.4 Image d’une famille de vecteurs

Proposition 8

Soit u € Z(E, F).

e Si.% est une famille de vecteurs de E, alors on a : u (Vect(.#)) = Vect (u(%)).

e u est surjective si, et seulement si I'image par u d’une famille génératrice de F est une famille
génératrice de F.

e u est injective si, et seulement si 'image par u d’une famille libre de F est une famille libre de F'.

e u est bijective si, et seulement si I'image d’une base de E est une base de F'.

Remarque 3
(a) Soit u € Z(E,F). Si (x;);er est une famille génératrice de E, alors Im(u) = Vect (u(x;));c;
(b) Soient n € N*, et (e1,- - ,ey,) une base de E. L’application ¢ : K" — FE définie par

n

o(x1, ) = g x;€; est un isomorphisme.

k=1
On en déduit que tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K".

(c) Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si, et seulement si ils ont la méme
dimension.

1.5 Rang d’une application linéaire

Proposition 9
Soit u € Z(E, F). Si E est de dimension finie, alors Im(u) est de dimension finie.

Définition 5
Soit u € Z(E, F). Si Im(u) est de dimension finie, on appelle rang de u, noté rg(u) U'entier

rg(u) = dim (Im(u))
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Théoréme3 Théoréme du rang
Soit u € Z(E, F). Si E est de dimension finie, alors on a :

dim(F) = dim (Ker(u)) + rg(u)

Remarque 4

Siue Z(E,F), alors :

(a) Si Z est une base de E, alors rg(u)=rg(u(%)).
(b) rg(u) < dim(FE).

(¢) rg(u) = dim(F) si, et seulement si u est injective.

Proposition 10
Si E et F sont de dimensions finies, et si u € Z(E, F),v € Z(F,G), alors

rg(v o u) < inf (rg(u), rg(v))

Proposition 11

On suppose que E et F' sont de dimensions finies. Soient u € Z(E, F) et v € Z(F, Q).
e Si v est un isomorphisme, alors rg(v o u) = rg(u).

e Si u est un isomorphisme, alors rg(v o u) = rg(v).

Théoréme 4
Si E et F sont de dimension n € N*, et si u € Z(E, F), alors :

u est injective <= u est surjective <= u est bijective

1.6 Caractérisation d’un projecteur et d’une symétrie

Proposition 12
Si p est le projecteur sur Fy parallélement & Fs, alors Im(p) = F1, Ker(p) = Fs et Im(p) @ Ker(p) = E.

Proposition 13
Soit p une application de F dans E. Alors p est un projecteur < { g Olﬁeilf .

Dans ce cas, p est le projecteur sur Im(p) parallélement & Ker(p).

Proposition 14

s linéaire
sos=1dg
Dans ce cas, s est la symétrie par rapport a Ker(s — Id) parallélement a Ker(s + Id).

Soit s une application de E dans E. Alors s est une symétrie <

1.7 Equations linéaires

Définition 6

Soient b € F et u € Z(E, F).

e Toute équation du type (L) : u(z) = b est appelée équation linéaire.

e L’équation (H) : u(x) = 0 est appelée équation homogéne associée a (L).

Proposition 15
Soient b € F et u € Z(E,F). On note (L) : u(z) = b.
e L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne associée a (L) est Sy = Ker(u).
e L’ensemble des solutions de 1'équation (L) est :
SL:{ zo+ Sy ={zo+z |z € Sg} sib=u(z) € Im(u)

%] sinon
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2 DMatrice d’une application linéaire

2.1 Isomorphisme entre Z(E, F) et ., ,(K)

Dans I’ensemble du paragraphe, E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions p et n respective-
ment, et u désigne un application linéaire de E dans F'.

Définition 7
Soient Z = (e1,--- ,ep) une base de E et &' = (f1,---, f,) une base de F.

Pour j € [1,p[, on note u(e;) = Zaijfi, c’est-a-dire que les coordonnées de u(e;) dans %’ sont

i=1
(alja"' aanj)-
On appelle matrice de u relativement aux bases % et %’ la matrice (@ij)1<icn 1<j<p’ notée :
u(er) - uley)  --- o ufep)
ail aij aip bil
matg g (u) = : : : :
() ai1 Qij Qip fi
an1 T Qnyj T Qnp In

Si E = F et 8 = %' on notera plus simplement matg 4(u) = matg(u).

Exemple 2
Quelle que soit la base # de E, matg(Idg) = I,.

Définition 8

Si % est une base de F, alors :

e Pour tout vecteur x € E, on note matg(z) la matrice colonne des coordonnées de = dans la base 4.

e Pour toute famille finie .% de vecteurs de E, on appelle matrice de .% dans la base %, notée
matg(.#), la matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans la base % des vecteurs de .Z .

Proposition 16
Soient € E, y € F, % une base de E et %’ une base de F.
On note X = matg(z), Y = matg (y) et A = matgy gz (u) alors on a :

ulz) =y« AX =Y
Proposition 17
ZL(EF) — Myp(K)

. } / 5 . . .
Quelles que soient les bases #Z de E et A de F I'application ¢ : " o mats. ()

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 5
Si A = matg 4 (u) et B =matg 4 (v) alors pour tout A € K, matyg o (u+ Av) = A+ AB.

Définition 9
Soit A € ., ,(K). L’application linéaire u € £ (KP,K") ayant pour matrice A dans les bases cano-
niques de K? et K" est dite canoniquement associée a A.

Proposition 18
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, de bases respectives %, %’ et %".
Siue Z(E,F), etve Z(F,G) avec maty g (u) = A et maty g (v) = B alors

matg g (vou) = BA
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Proposition 19

u € Z(E, F) est un isomorphisme si, et seulement si quelles que soient les bases # et %’ de E et F
respectivement, matgz g (u) € GL, (K).

De plus, si u est un isomorphisme, alors matg gz(u™') = (mat g g (u))fl

Proposition 20

Siu € Z(E,F) est de rang r, alors il existe une base # de E et une base %’ de F telles que

. 1 Si Z =9 S 177'
matg g (u) = (aij) ou a;; = { 0 sinon Jel |

2.2 Changement de bases

Définition 10

Soient % et %' deux bases de F.

On appelle matrice de passage de % a %’ la matrice dans la base %, des vecteurs de %' ;
on la note Py o = maty(%').

Remarque 6

(a) Quelles que soient les bases 2 et ', on a Py g = maty z(Idg).

(b) Si B, A et A" sont trois bases de E, alors Py g = Py g X Py .

(c) Quelles que soient les bases B et B’ de E, Py 4 est inversible, et Pé}, . = Py 5.

Proposition21 Changement de base pour un vecteur
Soient & et %’ deux bases de E, x € E. Si X = matg(z) et X’ = matg (z), alors

X = PypX'

Proposition22 Changement de base pour une application linéaire
Soient Z et € deux bases de E, %' et ¢ deux bases de F. On note P = Py 4 et Q = Py 1.
Soit u € Z(E,F). On note A = matg 4 (u) et A" = maty ¢/ (u). On a:

A =Q'AP

Proposition23 Changement de base pour un endomorphisme
Soient Z et A’ deux bases de E. On note P = Py 4.
Soit u € Z(E). On note A = matz(u) et A’ = matg (u). On a :

A =pP7tAP

Définition 11
Soient A et B des matrices de ./, (K). On dit que A et B sont semblables s'il existe une matrice
inversible P € GL,,(K) telle que :

B=P'AP

Remarque 7
Deux matrices représentant le méme endomorphisme dans des bases différentes sont semblables.

2.3 Noyau, image, rang d’une matrice

Définition 12

Soit A € .y, ,(K). On note u I'application linéaire canoniquement associée a A.

e On appelle noyau de A, noté Ker(A), 'ensemble des matrices dans la base canonique de KP des
vecteurs de Ker(u).

e On appelle image de A, noté Im(A), 'ensemble des matrices dans la base canonique de K" des
vecteurs de Im(u).
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Proposition 24
Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. lignes) conservent I'image (resp. le noyau) d’une
matrice.

Définition 13
Soit A € A, ,(K). On appelle rang de A, noté rg(A), le rang de la famille des p vecteurs de K" dont
elle est la matrice dans la base canonique.

Remarque 8
(a) VA € M, p(K), 1g(A) < inf(n,p).
(b) Soient % et %’ deux bases de E et F respectivement, et u € Z(E, F). On a :

rg (matg, gz (u)) = rg(u)

Proposition 25

Soit A € My, ,(K) la matrice d'une application linéaire w. On a :
e 1g(A) = n si, et seulement si u est surjective.

e rg(A) = p si, et seulement si u est injective.

Corollaire
VA € #,(K), rg(A)=n<= A e GL,(K)

Proposition 26
Soient A € A, ,(K), et B € 4, 4(K). On a : rg(AB) < inf (rg(A),rg(B)).

Proposition 27
VA € My, (K),VB € GL,(K),VC € GL,(K), rg(BA)=rg(AC) =rg(A).

Corollaire
Les opérations élémentaires sur une matrice ne changent pas son rang.

Proposition 28
VA € M, ,(K), 1g(AT) =1g(A).

2.4 Systémes linéaires

Soit . un systéme linéaire de n équations & p inconnues, de matrice augmentée (A|B).

On note u 'application linéaire canoniquement associée a A, et b le vecteur de K™ dont B est la matrice
dans la base canonique.

Ona:xz=(x1, - ,zp) € KP solution de .7 si et seulement si u(x) = b.

C’est ’interprétation vectorielle de .7.

Proposition 29

Si A € M, p(K) est la matrice associée & un systéme ., alors :

o rg(A) =rg(¥).

o Le systéme AX = B est compatible si, et seulement si B € Im(A).

e Sin =p, et si A est inversible, alors le systéme AX = B posséde une unique solution.
e L’ensemble des solutions dans .#, 1(K) de I’équation homogene AX = 0 est Ker(A).

Proposition 30
Soit .7y le systéme linéaire homogéne de n équations & p inconnues d’écriture matricielle AX = 0. Si
rg(A) = r, alors 'ensemble des solutions de . est un sous-espace vectoriel de K? de dimension p — 7.
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